P
Démonstration de _[ e ?dx=~2n|

—0

La fonction ¢, définie sur R par ¢(x) = \/;_ e 2 estune loi de densité (celle de la loi normale), car
s
IM ! e 2dx=1.

o

On va, pour cela, admettre les deux théorémes suivants :

1) Transformation d’une intégrale par changement de variable affine
(généralisable, sous certaines conditions, a d’autres changements de variable) :

b
On pose 4= I f(x)dx, et soit le changement de variable u = kx , ot u est la nouvelle variable et k£ un paramétre

1w u i . .
nonnul. Alorsona: 4= ;J.k f (;j du . Propriété encore valable si a tend vers —oo ou si b tend vers +oo.

2) Calcul de la dérivée d’une fonction définie par une intégrale d’une fonction a deux variables :
Soit / un intervalle de R et soit @ et b deux réels tels que a < b. Si f'est une fonction de deux variables, continue sur
Ix[a;b]
24

et si la dérivée par rapport a x de la fonction f, notée P existe et est continue sur / x [a ; b], alors la fonction F
X

définie sur /

b L. ' b af
par F(x):ja f(x;t)dt estdérivable sur /et F (x)=J.a a(x;t) dt.

3) Dérivée de la composée : On rappelle par ailleurs que si u et v sont deux fonctions dérivables et que vou existe,
alors vou est dérivable et (vou)'=(v'ou)xu'.

dt

A) On pose, pour tout réel x, A(x)= jox o
+1

et, pour tout réel u de I = }—g,g[ , h(u)=A(tanu).
1) Montrer que 4 est dérivable sur /, calculer 4' et en déduire 4.

2) Déterminer alors la valeur de I()l " dttz .
+

o ¥ )

B) Soit f'la fonction définie sur R par f(x)= I; 142
+

1) Démontrer que fest dérivable sur R et que, pour tout réel x, f'(x)=—-2e jox e du.

2) On pose, pour tout réel x, g(x) = on e du . Déterminer une relation entre ', get g'.

T

3) En déduire que pour tout réel x, f(x)= 2 (g(x))2 .

4) Démontrer que, pour tout réel x, 0 < f(x) < ge’)‘z .

x2

5) En déduire la valeur de j_: e 2 dx.




Solution :

A) 1) h est dérivable d’aprés la propriété 3. Pour tout u de I, /'(u) = A'(tanu)x tan'(x) . Or, pour tout x, 4'(x)= !

1+x
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lt;zx(lﬂanz u) =1.Donc h(u)=u+C, avec C constante. Or 4(0)= A(tan0) = A4(0)=0=0+C,
+tan" u

donc C = 0. Ainsi, pour tout u de /, A(tanu)=u.

donc 4'(u) =

1 dt T

o112 4

T . —
2) Pour u=_,ona: A(l)—J.

—x2(14£2)
B) 1) fest dérivable d’aprés la propriété 2 et on a alors, pour tout réel x, f'(x)= J'Ol [—Zx(l +t2) el - jdt =
+

.[01 (—2xe’*2 e ) dt . Utilisons la propriété 1 avec le changement de variable u =£x. On a alors

=] (2" i = 267 e .

2) Si g(x):j; e du,alors g'(x)=e " et f'=-2gxg".

3) Enintégrant,ona: f =-g°+C, avec C constante réelle quelconque.
1
1+¢2

Donc f(0)=-g*(0)+C. Or f(0)=] dt:% et g(0)=0, donc Cz%.Pour tout x, f(x):—gz(x)+§.

4) Pour tous réels x et , —x2>2<0, donc 0<e™" <1.

—x? -x- —x* —x2(1+£%) —x?

e e e € .
Comme >0,ona: 0<—e " <—,ie 0< —<——,donc,comme0<1,ona:
1+# 1+t 1+¢ 1+¢ 1+¢
7x2(1+t2) —x? —x?
1e 1 e . 1 e IR | 2 T
<j 5 dtsj - dt (propriété ordre et intégrale). Or J ——dt=e J ——dt = e’ x—.
0 1+t O 1+1¢ 0 1+1¢ O 1+¢ 4

Donc on a bien : Pour tout réel x, 0< f(x) < %e’*’ .

5) Comme lim e =0, alors, grace au théoréme d’encadrement, on a lim f(x) =0 . Or, pour tout réel x,

) T
f(x)=-g (X)+Z,

donc g*(x)=—f (x)+§ , et comme g est une fonction positive sur R, (car intégrale d’une fonction positive avec les

bornes dans le sens croissant), alors on a : g(x) = ,/ —f(x) +% . On a donc, par opérations sur les limites et limite de
Jr

composée, lim g(x)= \/g = % Donc '[OHO e du= - Comme la fonction [x - e"z} est paire, on a alors
x>0

jjx e du=2 IOHC ¢ du=-~/r . Pour obtenir I’intégrale souhaitée, faisons le changement de variable x =u~/2 . Les

bornes restent inchangées et dx =~/2 du . On a donc J‘jw € __ dv=+/r, soit enfin j e dx=-2n|.
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