COORDONNEES & EQUATIONS

1) Coordonnées et équations cartésiennes
Abscisse et ordonnée

1) Coordonnées cartésiennes
Etant données une droite (D) et une direction (d) [ou
encore une droite (d) dont on ne s’intéresse qu’a la
direction, différente de celle de (D)], on appelle
projection sur (D) parallélement a (d) [ou de direction
(d)] I’application qui, a tout point M du plan, associe le
point M, intersection de (D) avec la droite passant par
M de direction (d). Soit O un point du plan, et i et j
deux vecteurs non colinéaires. On note ‘R le repére
(0 ; f,]). Soit un point M du plan. m étant le projeté de
M sur (O ; f) parallélement a (O;]’) et m’ celui sur
(O ; ]) parallélement a (O ; f), on a alors
O—M=%+@=xf+y].xetys’appellent

respectivement 1’abscisse et I’ordonnée de M dans le
repere. Ce sont les coordonnées cartésiennes de M.

Si, de plus, les vecteurs i et j sont orthogonaux et

normés (i.e. de norme 1), le repére est dit orthonormé
ou orthonormal ; ¢’est dans ce cas que I’on se placera.

2) Equation cartésienne explicite

a) Définition : Une équation cartésienne explicite est la
donnée de I’ordonnée y d’un point de la courbe en
fonction de son abscisse x (ou le contraire).

On écrit la relation sous la forme y = f{x), ou f est une
fonction numérique de la variable réelle (¢’est-a-dire
d’une partie de R vers R).

b) Quelques exemples :
(avec certaines conditions sur les constantes)

Equation Courbe
K .
1 yE—— Agnésienne
X +a
K .
2 = 2_x2 Anguinéa
X +a
3 y=ch(x)= € +2€ Chainette
4 y= e Courbe de Gauss
5 y=ax® +bx* +cx+d Cubique
6 y=mx+p Droite
7 y=Ke* Exponentielle
+b
8 - Hyperbole
cx+d
9 y=ax’ +bx+c Parabole

10 y=¢" sin(ax) Sinusoide amortie

Tractrice

d :
12 y=ax® +bx +c+— Trident de Newton

X

3) Equations cartésiennes implicites

a) Définition : Une équation cartésienne implicite est une
relation entre 1’abscisse x et I’ordonnée y d’un point de
(C), mais pas sous la forme « y fonction de x » ou
réciproquement. On écrit la relation sous la forme
flx;¥)=0, ou fest ici une fonction a deux variables,
d’une partie de R x R vers R.

b) Propriétés
Une courbe définie par une équation cartésienne

implicite est trés souvent difficile a étudier sous cette
forme.

Voici quelques exemples de transformations possibles :

e On pourra essayer d’exprimer 1’équation sous forme
explicite y = f(x), ou encore sous la forme x = f(y).
Dans ce dernier cas, on pourra étudier la fonction f°
comme si I’équation apparaissait sous la forme
y = f(x), puis on fera subir a la courbe ainsi obtenue
une réflexion d’axe la droite d’équation y = x pour
obtenir la courbe souhaitée. En effet, cette réflexion
(ou encore appelée symétrie axiale orthogonale) a
comme caractéristique de permuter 1’abscisse et

x'=

y'=x
Ainsi, les deux courbes d’équations respectives

v =f(x) et x = f(y) sont symétriques 1’une de 1’autre par
rapport a la droite d’équation y = x. Lorsque les
vecteurs de base sont de méme longueur, on appelle
cette droite la « premiére bissectrice ».

I’ordonnée d’un point. Ses équations sont {

e Il arrive aussi qu’avec certaines courbes « classiques »,
on puisse écrire 1’équation cartésienne implicite sous la
forme 32 = f{x), ou encore x> = f{y). Dans le premier
cas, on pourra considérer la courbe comme la réunion
des deux courbes d’équations cartésiennes explicites

respectives y =4/ f(x) et y=—,/f(x), qui sont
symétriques par rapport a I’axe des abscisses. Dans le
deuxiéme cas, on se raméne au premier cas, en étudiant
la courbe d’équation y* = f{x), puis on effectue la
réflexion citée précédemment.

¢) Quelques exemples :

Equation Courbe
13 xé " y§ _ a% Astroide
14| 54 (x2 + y2)= (x2 . 1)2 Atriphtaloide
15 (x2 + y)z =x’-y? Besace
16 yz(l_xz)z(x2+2y_1)z Bicorne




17 y? (x2 + y2)= ax® Cappa
18| (x—a) +(y-by =R’ Cercle
19 y(x2 + y2)= x° Cissoide de Diocles
20 x? ((x—a)2 erz)zb2 Conchale
21 z—j i—j =1 Cruciforme
22 é + % =1 Ellipse

a b
23 z_j - )b}_j =1 Hyperbole
24 (xz +y7 + 1)z =4x% +4a Ovale de Cassini
25| yr=ax’ +bx* +ex+d Parabole divergente
26 xt—ax’ +y* =0 Quartique piriforme
27 x(x2 + y2)= xt—y? Strophoide droite
28 x(xz +y’ )= 352 = Trisectrice
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4) Equations paramétriques (cartésiennes)

a) Remarque : Cette notion est issue de la cinématique du

point ; et ici ¢ est le temps.
Le point M a ses coordonnées x et y variant en fonction
de ¢, donc sont considérées comme fonctions de ¢.

b) Définition : Un systéme d équations paramétriques

cartésiennes est un systéme donnant x et y comme
x=u(?)
y=v()
t étant un élément de /, inclus dans R, et u et v deux
fonctions de / vers R.

fonctions d’un paramétre t { tel,

x =2cost

y =3sint

c) Exemple : { , t €R forme un systeme

d’équations paramétriques (d’ellipse, voir courbe 22).

Une équation cartésienne implicite de cette courbe est
2 2

X A . 1r .
—+ y? =1, et cette courbe peut étre considérée

4
comme la réunion des deux courbes d’équations

explicites : y=%\/4—x2 et yz_gw/4_x2

d) Propriétés :

A partir d’une équation cartésienne explicite du type
y = f(x), on peut déterminer un systéme d’équations
cartésiennes paramétriques, dont I’exemple le plus

simple est : { ,tel.
y=f@

e Dans I’autre sens, ¢’est parfois plus difficile. II faut et
il suffit pour cela d’éliminer t entre x et y. Il est
indispensable cependant de vérifier que I’on a bien
raisonné par équivalence, c’est-a-dire qu’apres cette
¢élimination, on a bien la méme courbe, et non pas
seulement pour I’une une partie de I’autre, ou encore
une autre courbe en plus.

e) Applications : Considérons le systéme d’équations

. x=t+2
paramétriques : , teR.
y=1-2¢

e Aprées ¢élimination de ¢ entre les deux lignes, on a :
y=5-2x, qui est une équation cartésienne explicite

d’une droite.

., . x=cosa +2
e Considérons le systéme : , aeR.
y=1-2cosa
Aprés élimination de o, par ’intermédiaire de cosa.
entre les deux lignes, on a aussi: y=5-2x ;

cependant, cosa prenant ses valeurs dans [—1 ; 1],
tous les points de cette droite ne sont pas atteints,
mais seulement ceux du segment [4B], avec A(1 ; 3) et
B3 ;-1).

e On aici la paramétrisation du segment [AB]. On dit
que la droite d’équation y =5—2x est un support de la

courbe.

e Il arrive aussi que I’on puisse transformer une équation
cartésienne implicite en un systéme d’équations
cartésiennes paramétriques, en cherchant 1’éventuelle
intersection de la courbe avec la droite passant par O et
de coefficient directeur ¢, ¢’est-a-dire la droite
d’équation y = tx :

x;y)=0 .
e Le systeme f( y) , t € R permet parfois de se
y=tx
Jx=u() X
ramener a , teR, ouu et vsont deux
y=v()

fonctions de la variable ¢, celle-ci étant appelée le
paramétre, d’ou le nom d’équations paramétriques.
e Appliquons ces deux méthodes a I’exemple de la
cissoide droite (ou cissoide de Diocles),
d’équation )c(x2 + yz)—Zy2 =0.
x3
o y’= P d’ou I’étude de la fonction f définie par
-X

3

f(x)= , et de la fonction — f£...
2—x
e 2t
2 2 2 -
x(x” + -2 2
. ( y) Y , te Rs’écrit I+1 ,teR
y:t_x 213
y= p
1+¢



f) Quelques exemples :
Les parametres varient dans R, 1’écriture est parfois
horizontale pour des raisons de place.

5) Equation tangentielle (cartésienne)

a) Définition : Une courbe (C) admettant en chacun de ses
points une tangente dont I’équation est de la forme
ux +vy+w=0, on appelle équation tangentielle de

Equation Courbe
R (C) une relation caractéristique entre u, v et w vérifiée
29 {x - c?s3 ! Astroide par toutes les tangentes de (C).
y=smt b) Détermination : Si la courbe (C) a pour équation
cartésienne implicite F(x; y)=0, on définit des
a+t L '
30 X = —(1 - )2 Vy=1Ix Bifolium coordonnées homogeénes (x'; ha ;z') telles que x = Lot
+ 2
— Z e e 1) — . —
=2 cost — cos 2t N y—Z'.Onformealors G(x';y';2")=F(x;y)=0,
31 ] . Cardioide . e ;o , L
y =2sint—sin2¢ puis on élimine x’, y’ et z” dans le systéme :
ux'+vy'+cz'=0
xX=x,+Rcost Corel " v W
32 _ _ N r . .
y=y, + Rsint crele GG dc” en prenant, aprés dérivation,
dx dy dz
33 Lo 1 . y= 1 CISS'O'I'dﬁ‘? de z = 1. On appelle équation tangentielle la relation entre
1+¢ t(l + tz) Diocles u, v et w ainsi obtenue.
. ¢) Quelques exemples :
34 {x=cosB;y=tan0 Con(;l'(‘)llde de -
ulp Equation Courbe
x=a+bcost 1 1 1 1
35 ) Coqcho@e de —t5=— Astroide
y=atant+bsint Nicomede u- voow
x=1—asint 27w(u2 +v° )= 2u+vy Cardioide
36 { _, ; Cycloide
y=hmacos (wo+vB+ w)2 = Rz(u2 + vz) Cercle
X =2cost +cos2¢
37 ) ) Deltoide 2( 2 2\ _ 2, 2 2 Cubique de
{y =2sint —sin 2t W (u v ) B (p(u v )+ uw) Tschirnhausen
38 X =Cost+1sint Développante w(u2 + v2)= u(u2 - 3v2) Deltoide
y=sint—t cost de cercle )
6) Equation différentielle (cartésienne)
39 Y= 3. y=tx Folium de a) Définition : Voir polycopié « Equations différentielles ».
1+£° Descartes
b) Quelques exemples :
2 . 2
10 U Sl y=tx Lemniscate Equation Courbe
1+ de Bernoulli 5 .
X (y') +y=0 Astroide
2 .
al X=acos t+cost Limagon (x2 +2y° )x Y=y’ Cappa
y=asintcost+sint de Pascal
¥’ +3x%y=2x7y Cissoide de Diocles
x =3sint —sin 3¢ ) i
2 y=3cost—cos3t Nephr01de (121[1+y'2 S b2 —y2 Corde a sauter
1-¢ "= kaf/1+ 2 Courbe de poursuite
43 { xX= 1o s y=ix Strophoide droite 4 d P
' 2R—- Yy .. .
; y'= Cycloide droite
44 { X =cost+ ln(tan Ej ; y =sint Tractrice ”
(x +W')2 =a’ (1 + y'z) Développante de cercle
3 _ t2 . .
45 { Y= —iy=tix Trisectrice ;
I+t
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Tractrice




7) Equations complexes

a) Définition : Un point M de coordonnées (x ; y) peut étre
aussi défini par son affixe z=x+iy, qui est un

nombre complexe.

Donc les notions vues précédemment peuvent Etre
« traduites » en complexes.

b) Quelques exemples :

Equation Courbe
z= a(2e” - ez”) Cardioide
z="e" +% -2 Deltoide
az+bz=c Droite
|z - ZO| =R Cercle
|z - a| = |z - b| Droite (médiatrice)

II) Coordonnées et équations polaires
Distance a [’origine et angle polaire

1) Coordonnées polaires

a) Définition : Soit O un point du plan, et 7/ un vecteur
normé, c¢’est-a-dire de norme 1. Soit un point M du
plan. Si M est distinct de O, on note o I’une des

mesures de I’angle (z ;W) ; on ’appelle ’angle
polaire de M. On note r = OM la distance de O a M.

e On appelle coordonnées polaires 1’'un des couples :
(r;0)ou(-r;0+m),avec 0= oc(modzn).

e Onadonc: O—Mzr((cose)ﬂ(sine)]').

b) Relations entre les systémes de coordonnées
cartésienne et polaires :

e x=rcosO, y=rsind et r=/x>+’

e six=y=0,alors an’est pas défini, et =0

e six=0ety>0,alors 95%(mod2n)etr=y
. T
e six=0ety<0,alors E—E(modZTc) etr=-y

e six#0,alors 0=Arc tan(l) (mod 2r)
x

2) Equation polaire explicite

a) Définition : Une équation polaire explicite est la
donnée de la distance a I’origine » d’un point de la
courbe en fonction de son angle polaire 6 (ou le
contraire). On écrit la relation sous la forme » = f{0),
ou f'est une fonction numérique de la variable réelle.

b) Quelques exemples :

Equation Courbe
46| r=cos’0(acosB+bsinb) Bifolium
47 r=cot0 Cappa
48 r=1+cos6 Cardioide
Cas général : r* +arcos@+brsin0+c=0
49| si Oestsurlecercle: r=acos@+bsin® | Cercle
si le centre est I’origine du repére : ¥ = R
)
50 —— 0 Cissoide de Diocles
cos0
51 r= % Cochléoide
1 Conchoide
52 d cosO +h de Nicomede
53 = ! Courbe du spiral
1+he™® P
-3
B 0 Cubique de
> "= (COS(ED Tschirnhausen
55 r= ! n entier Epi
sin(n6)’ pis
Lemniscate
> r = eos(20) de Bernoulli
57 r=acos0+b Limagon de Pascal
58 r ! Lit
=—= ituus
Vo
59 r =cos’ 0 Ovoide
0
60 = c.osz Parabole
sin” 0
61 r = asin(20) Rosace a quatre feuilles
62 r=sin(30) Rosace 4 trois feuilles
63 7 =c0s(20)—a cos(0) Scarabée
64 r=90 Spirale d’ Archiméde
65 r= é Spirale hyperbolique
cos(20
66 r= ( ) Strophoide droite
cos(0)
67| r=cos0 (cos20+bsin0) Trifolium
r pu— 1 . .
68 Trisectrice
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3) Equation polaire implicite
a) Définition : Comme pour les équations cartésiennes,
ici 7 et 0 sont en relation sous la forme f (r ; 6) =0,

ou fest ici une fonction a deux variables, d’une partie
de R x R vers R.

b) Quelques exemples

Equation Courbe
69 49— Courbe du diable
cos(26)
70 r? cos(29) =a’ Hyperbole équilatére
7| =(2cos(20))> +1-k* =0 ?;2;;?
72 r?= cot(29) Quartique réguliere
73 72 =0 Spirale de Fermat

II1) Coordonnées et équations intrinséques
Abscisse curviligne et rayon de courbure

1) Coordonnées intrinseques

a) Définitions : On oriente la courbe (C). 4 étant un point
fixé de (C), on appelle abscisse curviligne (notée s) du

point M de (C) la distance algébrigue, notée AM ,
calculée de 4 a M, sur (C), réel positif si on vade 4 a
M dans le sens défini par 1’orientation choisie, et réel
négatif sinon.

e On définit aussi le cercle de courbure, ou cercle
osculateur au point M de la courbe (C), comme le
cercle qui « épouse le mieux » cette courbe au
voisinage de M, dans le méme esprit que la tangente se
définit grace a la « meilleure approximation affine ».

Pour information : Si la courbe (C) admet pour équations
x=x(t)

y=y(1)

ou x et y sont des fonctions au moins deux fois

paramétriques cartésiennes {

dérivables, et si on pose o = (7 ,d?T;M} alors le

centre K du cercle de courbure, appelé centre de
courbure relatif a M, de parametre ¢, a pour

, dy dx
coordonnées x ——— et y + —, ou encore
da dao.
12 2 12 1”2
+ +
K(x—y'—x J ;y+x'—x J J
xlyﬂ_xHyV xlyVl_xllyV

e On appelle alors rayon de courbure relatif a M, noté p
et valant donc KM, le rayon de ce cercle.

e On montre que p= as .

e La courbure de la courbe au point M est alors l
p

Remarque : Le mot « intrinséque » signifie « non lié¢ a un
repeére », mais seulement li¢ a des notions lies a la

courbe (méme si, ici, on les a définies grace a un

repere).
b) Propriétés
3
(XVZ +yv2 ) 2

* Ona:p= Vo
Xy -=-xy

et s= Ij (x'2+y'2)dt

avec 4 et M ayant pour parametres respectifs a et b.

[Toutes ces dérivées se font par rapport a ¢.]

e drx=dscosa, dy=dssina

() (3

dt

dS 12 12
=| — ouencore x +y - =s§

12

2) Equation intrinséque explicite

a) Définition : Une équation intrinseque explicite est la

donnée du rayon de courbure p en un point de la
courbe en fonction de son abscisse curviligne s (ou
éventuellement le contraire). On écrit la relation sous

la forme p=f (s) , ou f'est une fonction numérique de

la variable réelle.

b) Quelques exemples

Equation Courbe
p=1+s’ Chainette
—achl s Chainette d’égale
P a résistance
1 ..
p=- Clothoide
s
s=p* Développante de cercle
pZ
s =ln(7 + 1} Tractrice

3) Equation intrinséque implicite

a) Définition : Comme pour les types d’équations
précédentes, ici s et p sont en relation sous la forme
f (s ; p) =0, ou f'est ici une fonction a deux variables,

d’une partie de R x R vers R.

b) Quelques exemples :

Equation Courbe
p2 +4s? = 94> Astroide
902 +52 = 64a’ Cardioide
p? +s* =16R* Cycloide droite

IV) Coordonnées et équations barycentriques

Voir le polycopié « Quelques propriétés du

triangle »




