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Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité maths

Exercice 1. 4 points

Commun a tous les candidats

—_ —

Lespace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1,7, F)
Les points A, B, Cet D ont pour coordonnées respectives A(1; —1; 2),B(3; 3; 8),C(-3; 5; 4 etD(1; 2; 3).

x = t+1 x=k+1
On ales équations des droites 2:{ y = 2t-1 ,teR et 2'{ y=k+3 ,keR.
z = 3t+2 z=—k+4

On note £ le plan d’équation x+ y—z+2=0.

Question 1 : Proposition d. Les droites 2 et 2’ sont orthogonales.
Des vecteurs directeurs des droites 2 et 2’ sont respectivement vg (1; 2; 3) et vg (1; 1; —1)
Le produit scalaire v .vg = 0 donc les vecteurs directeurs des droites sont orthogonaux.

Question 2 : Proposition c. Le plan & contient la droite 2 et est orthogonal a la droite 2’

— En remplacant les coordonnées d’'un point de la droite 2 dans I'équation du plan & on vérifie bien que le plan
27 contient la droite 2. Pour tous lesréels fona: (t+1)+ (2t -1)- (3t-2)+2=0.
En remplagant les coordonnées d’un point de la droite 2’ dans I’équation du plan &2 on vérifie bien que le plan
2 ne contient pas la droite 2'. Pour tous lesréels tona: (k+1)+ (k+3)— (-k+4) +2 =3k +2.
Cela élimine les propositions b et d.

— Un vecteur normal au plan £ est @)(1 ; 1; —1) qui est colinéaire (méme égal) a v__@r)(l ; 1; —1), donc le plan &2
contient la droite & et est orthogonal a la droite 2'.

Question 3 : Proposition c. Le triangle ABC est équilatéral.
AB(2;4;6),BC(-6;2; —4),AC (—4; 6; 2) ,AD (0; 3; 1).

— Les vecteurs ﬁ (-4;6;2) etzﬁ> (0; 3; 1) ne sont pas colinéaires, donc cela élimine la proposition a.
— AB =2v/14 =BC = AC, donc le triangle ABC est équilatéral.

Question 4 : Proposition b. ; 3;-1;2)

- ;(1 ; 1; —1) n'est pas orthogonal a v—@/)(l ; 1; —1) ce qui élimine la proposition d.

— Les 3 autres vecteurs sont bien orthogonaux a v—_o;(l ;15 —1).

- Léquation de &', le plan contenant le point A(1; —1; 2) et de vecteur vecteur normal ne3 ; —1;2)est:
(x-Dx3+(p+Dx(-1)+(z-2)x2=0s0it3x—y+2z2-8=0
En remplacant les coordonnées d'un point de la droite 2’ dans I'équation du plan 2#’ on vérifie bien que le plan
2’ contient la droite 2.
Pour tous lesréels kona:3(k+1)—(k+3)+2(-k+4)—-8=0.
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Exercice 2. 5 points

Commun a tous les candidats

Lentreprise Fructidoux fabrique des compotes qu’elle conditionne en petits pots de 50 grammes. Elle souhaite
leur attribuer la dénomination « compote allégée ».

La législation impose alors que la teneur en sucre, c’est-a-dire la proportion de sucre dans la compote, soit com-
prise entre 0,16 et 0,18. On dit dans ce cas que le petit pot de compote est conforme.

Lentreprise possede deux chaines de fabrication F; et F,.

Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment
Partie A

La chaine de production F» semble plus fiable que la chaine de production F;. Elle est cependant moins rapide.
Ainsi, dans la production totale, 70 % des petits pots proviennent de la chaine F; et 30 % de la chaine F».

La chaine F; produit 5 % de compotes non conformes et la chaine F, en produit 1 %.

On préleve au hasard un petit pot dans la production totale. On considere les événements :

E : «Le petit pot provient de la chaine Fy »

C: « Le petit pot est conforme. »

1. Construire un arbre pondéré sur lequel on indiquera les données qui précedent.

C

Ery) _
©), C
7. @
Em) ‘@ .
C
2. Calculer la probabilité de 'évenement : « Le petit pot est conforme et provient de la chaine de production
Fi1.»
— — 95 70 —\ 66,5
On cherche a calculer P (Cn E) =Pz(C)xP (E) = —x — donc| P (C al E) =—\
100 100 100
3. Déterminer la probabilité de 'évenement C.
— 99 30 66,5 96,2
OnaP(C)=P(CNE)+P(CNE|=— x =+ 22 soit| P(C) = 2~ |
100 100 100 100
4. Déterminer, a 1073 pres, la probabilité de 'événement E sachant que Pévénement C est réalisé.
99 30
_P(EnC) _Pg(C)xP(E) _ 100 « 100 —
Pc(E) = PO o) =962 et donc| Pc (E) =30,9% |.
100

Partie B

1. On note X la variable aléatoire qui, a un petit pot pris au hasard dans la production de la chaine F;, associe
sa teneur en sucre. On suppose que X suit la loi normale d’espérance m; = 0,17 et d’écart-type o1 = 0,006.
Dans la suite, on pourra utiliser le tableau ci-dessous.

a B Pla<X<p)
0,13 0,15 0,000 4
0,14 0,16 0,047 8
0,15 0,17 0,4996
0,16 0,18 0,904 4
0,17 0,19 0,4996
0,18 0,20 0,047 8
0,19 0,21 0,000 4

Donner une valeur approchée 2 10~ pres de la probabilité qu’un petit pot prélevé au hasard dans la pro-
duction de la chaine F; soit conforme.
En utilisant le tableauona:| P (0,16 < X <0,18) =0,9044 |.
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2. On note Y la variable aléatoire qui, a un petit pot pris au hasard dans la production de la chaine F,, associe
sa teneur en sucre.

On suppose que Y suit la loi normale d’espérance m;, = 0,17 et d’écart-type 0.

On suppose de plus que la probabilité qu'un petit pot prélevé au hasard dans la production de la chaine F,
soit conforme est égale a 0,99.
Y-m
Soit Z la variable aléatoire définie par Z = 2,
o
a. Quelle loi la variable aléatoire Z suit-elle ?
D’apres le cours, on sait que Z suit une loi normale centrée réduite N(0;1).

b. Déterminer, en fonction de o, I'intervalle auquel appartient Z lorsque Y appartient a I'intervalle
[0,16;0,18].

0,16— ny Y - ny 0,18— my —0,01 0,01
< < etdonc| ——<Z< —
g2 (o) o) g2 02

Sio,16<Y <0,180na:

c. En déduire une valeur approchée a 1073 pres de o,.

On pourra utiliser le tableau donné ci-dessous, dans lequel la variable aléatoire Z suit la loi normale
d’espérance 0 et d’écart-type 1.

B PF<Z<P)
2,432 4 0,985
2,457 3 0,986
2,483 8 0,987
2,5121 0,988
2,5427 0,989
2,5758 0,990
2,6121 0,991
2,6521 0,992
2,696 8 0,993

D’apres les données on sait que la probabilité qu'un petit pot prélevé au hasard dans la production de la
chaine F, soit conforme est égale a 0,99, donc P(0,16 < Y <0,18) =0,99.

. y < . . 2 _0! 01 Or 01
De ce fait d’apres la question précédente : P <Z<——1=0,99
() ()
Le tableau de valeurs nous donne alors P(—f < Z < 8) = 0,99 pour f=2,5758.
z . Or 0]- N -3 N
On en déduite que| 09 = ———— = 0,004 2 107° pres |
2,5758
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Exercice 3.

6 points

Commun a tous les candidats

Etant donné un nombre réel k, on considere la fonction f;. définie sur R par

1
j}(x)—-iirgj%;.

Partie A
1
l+e %’
La représentation graphique %) de la fonction f; dans le repere (O, 7, 7) est donnée en ANNEXE.

Dans cette partie on choisit k = 1. On a donc, pour tout réel x, f(x) =

1. Déterminer les limites de f] (x) en +co et en —co et interpréter graphiquement les résultats obtenus.

X X

Ona lim e™
X—+00

Donc:
- thP fi(x) =1/, la courbe %) présente une’ asymptote d’équation y =1 en +oo ‘
—+00

=0et lim e * = +oco.
X——00

- xlim fi(x) =0/, la courbe %) présente une’ asymptote d’équation y =0 en —co ‘
——00

X

2. Démontrer que, pour tout réel x, fj (x) = ot
e
En multipliant numérateur et dénominateur par e*, non nul quelque soit x, ona:

1 er eX

fl(x): = =

l+e* (14+e*)xe*r 1+e*’

3. On appelle f] lafonction dérivée de f; sur R. Calculer, pour tout réel x, f/(x). En déduire les variations de

la fonction f; sur R.

1
filx) = T1o-7 est de la forme e avec u(x) = 1+e~*. u est non nul pour tout x, de ce fait fj est dérivable
u
et fl(x) = mAC) On obtient alors facilement| f/(x) = e
TN YT Qe ? |

f{(x) est donc positif pour tout x et f; est croissante strictement sur R .

1 1+
4. On définitle nombre I = f f1(x)dx. Montrer que [ =In (Te) Donner une interprétation graphique.
0

— Calcul de I;E

Hx) = T
fi(x) estlnv(x).

!
v
est de la forme

1 1+
I:[ fl(X)dxz[ln(1+ex)](1):ln(1+e)—ln2etd0nc Izln(Te),
0

— Interprétation de I.

X) . . . o
) avec v(x) = 1+ e*. v étant strictement positif sur R, une primitive de

I représente I'aire du domaine plan délimité par I’axe des abscisses, la courbe représentative 6; de la
fonction f; et les droites paralleles a I'axe des ordonnées d’équations respectives x = 0 et x = 1. Lunité

d’aire étant I'aire du rectangle construit sur les vecteurs du repere

Partie B

Dans cette partie, on choisit k = —1 et on souhaite tracer la courbe 6_; représentant la fonction f_;.
Pour tout réel x, on appelle P le point de 6 d’abscisse x et M le point de 6_; d’abscisse x.
On note K le milieu du segment [M P].

1. Montrer que, pour tout réel x, f(x) + f-;(x) = 1.

1 l+e¥+1+e™” 2+e*+e™* 2+e*+e™*

Pour tout réel x, fi(x) + f-1(x) = + =

1+e* 1+e* (l+eX)(1+e¥) l+e*+e*+e0 2+eX+e*

Donc pour tout réel x’ )+ =1 ‘
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2. En déduire que le point K appartient a la droite d’équation y =

1
2 XM+ X +
Le point K est le milieu du segment [M P] donc ses coordonnées sont : K ( MZT2P, Iu _)/p)

2 2
x+x i)+ f1(x)

Soit K ; 5 ) , or d’apres la question précédente, fj (x)+ f_1(x) = 1 donc les coordonnées du

1
point K sont donc K(x; 5) .

1
De ce fait, le point K appartient a la droite d’équation y = 3

3. Tracer la courbe 6_; sur TANNEXE, a rendre avec la copie.
1
On trace la droite d’équation y = 3" D’apres ce qui précede les courbes %) et €_; sont symétriques par

rapport a cette droite ce qui permet de construire €_;.

2--
1
\ /-
—t
<
} >
-4 -3 -2 1 Of 1 ] 4
—1
_2 e

4. En déduire I'aire, en unités d’aire, du domaine délimité par les courbes ¢, ¢-, I'axe des ordonnées et la
droite d’équation x = 1.

— Delarelation fj(x) + f-1(x) = 1 on obtient facilement que f_;(x) =1 - f1(x)
etdonc fi(x) — fo1(x) =2f1(x) - 1.

1 1
— Comme f;(0) = - etque f] est strictement croissante, pour toutréel x =0, fi(x) = 3 etdonc2f;(x)-1=0.
Il en résulte que sur [0;1], f1(x) — f-1(x) = 0 ce qui entraine que % est située au dessus de 6_;.

— Laire, en unités d’aire, du domaine délimité par les courbes ¥, ¢-; 'axe des ordonnées et la droite

1
d’équation x = 1 est donc donnée par : J =f (i) - f-1(x)) dx.
0

1
- Lecalculde J = f (2f1(x) — 1) dx est alors facile car par linéarité de I'intégrale : J =21 - 1.
0

l1+e
On obtient donc| J =2In (T

— 1 |ce qui nous donne 'aire recherchée en unités d’aire.

Partie C

Dans cette partie, on ne privilégie pas de valeur particuliere du parametre k.
Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.

1. Quelle que soit la valeur du nombre réel k, la représentation graphique de la fonction f}. est strictement
comprise entre les droites d’équations y =0 et y = 1.
Cette affirmation est VRAIE.

1
VxeRetVkeR, (1+e %) >1etdonc fi(x) = ——
( ) fi 1+e kx

€[0; 1]
2. Quelle que soit la valeur du réel k, la fonction fj. est strictement croissante.

Cette affirmation est FAUSSE.

—KX
f ,é(x) = ——x)Z qui est clairement du signe de k.

(1+ek
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1
3. Pour toutréel k > 10, fi (E) >0,99.
Cette affirmation est VRAIE.

1 1
Onafk(i)z —» or
l1+e 2
Si k > 10
Alors e k72 < el02 car la fonction x — e~*'2 est décroissante sur R.
Et 1+e k2 < 1471072
1 1

d’ ol - > ——=~0,9933 car la fonction x — — est décroissante sur ]0; +ool.

l+e 2 1+e X

Etdonc on a bien fj

—_—
N | =

)20,99.
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Exercice 4. 5 points

Candidats AYANT SUIVI 'enseignement de spécialité

On considere la suite (u,) définie par uy = 3, u; = 8 et, pour tout n supérieur ou égal a 0 :

Up+2 = DUp+1 — 6Up.

1. u2=5u1—6u0=22‘et’ us =5uy —6u; =62 |

2. Pour tout entier naturel n > 2, on souhaite calculer u, al’aide de ’algorithme suivant :

Variables : a, b et ¢ sont des nombres réels
i et n sont des nombres entiers naturels supérieurs ou égaux a 2
Initialisation: a prend la valeur 3
b prend la valeur 8
Traitement:  Saisir n
Pour i variant de 2 a n faire
¢ prend la valeur a
a prend la valeur b
b prend lavaleur...
Fin Pour
Sortie: Afficher b

a. Laligne manquante estdonc:| b prendlavaleur5xa—6xc|

On obtient avec cet algorithme le tableau de valeurs suivant :

n 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Un 4502 13378 39878 119122 356342 1066978 3196 838 9582322 28730582

b. Quelle conjecture peut-on émettre concernant la monotonie de la suite (u,) ?
Il semble donc que cette suite soit strictement croissante.

. . u
3. Pour tout entier naturel 7, on note C,, la matrice colonne ( L'ZH).
n

 Avec A= (E;) —06)’ ona AC, = (5 —6) (un+1) _ (Sun+1 —6un) _ (un+2) —Cpar.

1 0 Un Up+1 Up+1
De ce fait| C;,41 = AC,,.
— On a donc facilement par récurrence, ou par analogie avec une suite numérique géométrique, pour tout

entier naturel n,

. 2 3 2 0 -1 3
4, SmentP—(1 1),D—(0 3)etQ—(1 _2).

— Calculons QP.
-1 3)\(2 3 1 0
or=(7 S0 )=fo 1)
— On admet que A= PDQ.
Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, A” = PD"Q.

- Initialisation :
Pour n=1onaPD'Q=PDQ = Apar hypothése.
- Hérédité :
Supposons que pour n fixé, A" = PD"Q, alors :
A"l = A A" = A.PD"Q et puisque A= PDQ
A™1=PDQ.PD"Q or QP = Id, donc
~——

A" =PD.1d,.D"Q
An+1 — pDDn Q
An+1 :PDIH-IQ
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— Conclusion :

Pour tout entier naturel non nul n,| A" = PD"Q |.

5. On admet que pour tout entier naturel non nul n,

An _ _21’l+1 +3n+1 3 x 2n+1 —2x 3n+1
| -2y 3x2"—-2x3"
En déduire une expression de u,, en fonction de n.

- D’apres question 3°) ona C,, = A"Cy et donc
C, = A"Cy soit :

un+1) B (_2n+1 +3n+1 3 x 2n+1 —2x 3n+1) (ul)

Uy 2"+ 3" 3x2"-2x3" Up
Uns1) _2n+l+3n+1 3X2n+1 _2X3n+l 8
up )\ -2"+3" 3x2"-2x3" 3

<

n

Un+1) _ 8X(_2n+1+3n+1)+3x(3x2n+1_2><3n+1)
B 8x (—2"+3") +3x (3x2"-2x3"

Upil _ 2n+1+2x3n+1
u, |\ 2"+2x3"

La suite (u,,) a-t-elle une limite ?
Onsaitquesig>1, lim q" = +oo, donc ici
n—+oo

- lim 2" =+o0;
n—+oo

— lim 3" =400
n—+oo

et donc la suite (u,) tend vers +oo.
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