Baccalauréat 2013

¥ Math93.com Série S - Spécialité
¥ MathExams.fr Amérique du Sud - 21 Novembre 2013

Correction

Pour les candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité maths

Exercice 1. Etude de fonctions 6 points

Commun a tous les candidats

Partie A
Soit f la fonction définie sur R par
fla) = ae'™"
7. 7, m

1. Vérifier que pour tout réel x, f(x) = e X —.

ez
Pour tout réel z on a : i

el™=exe T=ex —

donc

2. Déterminer la limite de la fonction f en —oo.

Iim 1—2=+
r—r—00

° & lim e =400
1 T — ar composition x— —o0
m e “+00 p p
T—r+00
lim x=-00
e . _
o T — lim zel™=—-c0
lim el ™* =400 par produit  £——00
r—r—00
soit
lim f(z)=-00
xTr—r—00

3. Déterminer la limite de la fonction f en +oco. Interpréter graphiquement cette limite.

[Propriété 1 (Limites li€es a la fonction exponentielle)}

Lo e’ e (2): lim ze®*=0 P S
e (1) : IEIEOO — = 400 2o e (3): 9113%) . =}
. . e” - : x
e D’apresle (1) de la propriété 1 ducoursona lim — = 4ooetdonc en passanta'inverse lim — =0.
T—+o0 I z—+too €%

e De ce fait en multipliant par ¢ > Oona:

lim f(x)=0

Tr—r+0o0

La courbe représentant la fonction f admet la droite d’équation y = 0 comme asymptote horizontale en +oo .
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4. Déterminer la dérivée de la fonction f.
La fonction f est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions dérivables sur R.
La fonction f est de la forme uv avec :

f(z) = u(z) x v(z) avec {

On a donc :

Ve eR, f(z) = (z)v(z) + u(z)v' (x)

5. Etudier les variations de la fonction f sur R puis dresser le tableau de variation.
Ona:
VzeR, e'™ >0

donc f’(x) est du signe de (1 — x) et de ce fait on obtient aisément le tableau de variations suivant :

Signe de f'(z) + 0 —

Variations de
f

Partie B
Pour tout entier naturel n non nul, on considere les fonctions g, et h,, définies sur R par :
gn(z) =1+x+2”+ - +2" et hy(z)=1+2z+ - +na" "

1. Vérifier que, pour toutréel z : (1 — x)gp(z) = 1 — ™+,
Pour tout réel z,

(17$)gn(1'):(1*1‘)(1+z+$2+...+xn)
=l+4z+224+- 2" —z—a?—a2>— .. —g" — g

:1_1;77,4—1

et donc

Ve eR, (1 —2)gn(z) =1—2"!

On obtient alors :

1— xn-i—l

Ve eR, gn(z) = .
—x

2. Comparer les fonctions h.,, et g/ , g/, étant la dérivée de la fonction g.,.
Pour tout réel x,
gn (@) =14z +2>+- +a"
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donc on peut dériver les n + 1 termes de cette somme de mondmes dérivables
g () =04+1+2z+---+nz"" ' =h, ()
1— :CnJrl
Or, pour tout réel « # 1, g, (x) = 1
-z

La fonction g,, est dérivable sur R \ {1} comme composée et quotient de fonctions dérivables.

. u
La fonction g, est de la forme — avec :
v

T) = u@) avec wz) =1-z"" ; u'(z) =—(n+1)z"
gn( )7 ’U(l’) { ’U(l’):l—x : ’U/(.I}):—l
On a donc :
Ve e R\ {1}, g.(z) =h,(z) = “I(x)v(i))(;)?;(x)v’(x)
) = —(n+Dz™(1 —x) — (1 _ $n+1) (—1)
In(z) = oy
poy_ —(n+Da"+ (n4 Dt 41— g
gn(z) = =
Et donc

nz"™t — (n4+1)a" +1

ve € R\ {1}, g,(2) = ha(e) = (1—2)?

3. Soit S,, = f(1) 4+ f(2) + ... + f(n), f étant la fonction définie dans la partie A.
En utilisant les résultats de la partie B, déterminer une expression de .S,, puis sa limite quand 7 tend vers +oo.

Sp=1+2¢ 4 fne " =1+42¢ - fn(e " =h, ()

Or
n+1 _ 1 n 1
Vo € R\{1}, hn(z) = " —(nF D"+
(1-2)
donc o
ety = 2T kD (o)
(1=(e™ 1)
de ce fait
1
n_ n+ 1
en+1 en
Sn = 5
1
(%)
e
e D’apresle (1) de la propriété 1 du coursona lim £ - 400 et donc en passant a I’inverse lim L 0.
n—+oco N n—+oco emn
e De ce fait:
. n
ngr-lI—loo entl - nEI-POO ; x E =0
e En outre
lim — =0
-t el — lim i—l——: lim nt =
lim — =0 par somme n—+oco €™ en n—+oo "
n—+oo em
e Donc on obtient facilement
. 1 e?2
lim S, = 5 = 5
n—+oo 1 1 (e — 1)
e
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Exercice 2. Géométrie dans I’espace 4 points

Commun a tous les candidats

On considere le cube ABCDEFGH, d’aréte de longueur 1, représenté ci-dessous et on munit I’espace du repere orthonormé

— = —
(A;AB,AD,AE)

H

B

1. Déterminer une rﬂéseiti)ltiwaramétrique de la droite (FD).
Dans le repére (A . AB, AD , AE ) le point A a pour coordonnées A (0, 0, 0), B (1,0, 0),D(0,1,0)etE(0, 0, 1).

— — = — — —>
AF =AB +AE =1xAB +0xAD +1xAE

donc le point F a pour coordonnées (1, 0, 1).

—
La droite (FD) a pour vecteur directeur DF de coordonnées (1, —1, 1); de plus elle passe par le point D (0, 1, 0).

La droite (FD) a pour représentation paramétrique :

T = t
(FD) y=1—t ,outelR
z = t
N 1
2. Démontrer que le vecteur n | —1 | est un vecteur normal au plan (BGE) et déterminer une équation du plan (BGE).
1

_>
Soit n le vecteur de coordonnées (1, —1, 1). Ce vecteur est un vecteur normal au plan (BGE) s’il est orthogonal aux deux
— —
vecteurs EB et EG directeurs du plan (BGE).

—
e EB apourcoordonnées (1,0, —1);

1 1
— —
nEB =]|-1].1]0|=1x1+(-1)x0+1x(-1)=0
1 -1
donc
n 1 EB
e Ona:
1
— — — — —
EG = AC =AB +AD soit EG |1
0
donc
1 1
— —
n.EG=|[-1].]1]=1x14+(-1)x14+1x0=0
1 0
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donc
n 1 EG
Donc le vecteur
_)
n (1, —1, 1) est normal au plan (BGE).
— . .
Le plan (BGE) a pour vecteur normal n et passe par le point B ; ¢’est I’ensemble des points :
- —
(BGE) = {M(x, y,z),n LBM }
s
BM a pour coordonnées (x — 1, y, 2);
(BGE)={M(z,y,2),1x(x—-1)4+(-1)xy+1xz=0}
L’équation cartésienne du plan
|(BGE) : z—y+2—1=0|
3. Montrer que la droite (FD) est perpendiculaire au plan (BGE) en un point K de coordonnées K(% ; % ; %)
%

—
Le vecteur DF est égal au vecteur n qui est normal au plan (BGE) donc la droite (FD) est perpendiculaire au plan (BGE).

Les coordonnées (z, v, z) du point d’intersection de la droite (FD) et du plan (BGE) sont solutions du systeme :

2
T = t T = t T = t rT=3

=1—t =1-—t =1—t =1

y . y ) ) v=3

z= t z = t z= t z:%
r—y+z—1= 0 t—(1—-¢t)+t—1= 0 3t= 2 =2

2 1 2
Donc la droite (FD) est perpendiculaire au plan (BGE) au point K de coordonnées <§ )3 §>

4. Quelle est la nature du triangle BEG ? Déterminer son aire.
Soit H le milieu de [EG] ; ce point est aussi le pied de la hauteur issue de B dans le triangle équilatéral BGE de coté a = /2.

. 1 A . . av3 . P
Dans un triangle équilatéral de coté a, la hauteur est égale a T\/_ ; donc dans le triangle équilatéral BEG, la hauteur

_V3xV3_ B
-—2 32

BH

L’aire du triangle BEG vaut

A(BEG) — EG X BH _ VZx L8 12 2V 3
B 2 4 42
5. En déduire le volume du tétraedre BEGD.
ire de la b haut
Le volume d’un tétracdre est arede a a;e * had eur' D’apres les questions précédentes, le volume du tétracdre BEGD est
ire(BEG) x KD — =
%. Dans le repere orthonormé (A; AB , AD, AE ) :
KD? = ( )2+ ( )%+ ( ) 0 22+ 1 12+ 0 2\’ i 4,4 12
=(zxp—=x — Zp — 2 = - = - = -] ==4+=-+-==
b)) WD K b 3 3 3) 97979
KD J12_V12_2V38
9 V9 3
Le volume du tétra¢dre est donc :
V3 o 23
po 27 1
3 3
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Exercice 3. Spé. maths : Matrices 5 points

Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

Le gestionnaire d’un site web, composé de trois pages web numérotées de 1 a 3 et reliées entre elles par des liens hypertextes,
désire prévoir la fréquence de connexion sur chacune de ses pages web.

Des études statistiques lui ont permis de s’apercevoir que :
e Un internaute sur la page n° 1, ira sur la page n°2 avec la probabilité i, ou sur la page n° 3 avec la probabilité %
e Si un internaute est sur la page n°2, alors il ira sur la page n° 1 avec la probabilité % ou restera sur la page n°2 avec la
probabilité i, ou il ira sur la page n° 3 avec la probabilité i
e Siun internaute est sur la page n° 3, alors, soit il ira sur la page n° 1 avec la probabilité %, soit il ira sur la page n°?2 avec
la probabilité i,soit il restera sur la page n° 3 avec la probabilité i

Pour tout entier naturel n, on définit les événements et les probabilités suivants :
A, : « Apres la n-ieme navigation, I’internaute est sur la page n° 1 » et on note a,, = P (A,,).
B, : « Apres la n-ieme navigation, I’internaute est sur la page n°2 » et on note b,, = P (By,)
C, : « Apres la n-iéme navigation, I’internaute est sur la page n° 3 » et on note ¢, = P (C,,)

1 1
1. Montrer que, pour tout entier naturel n,onaa,; = Ebn + Ecn.

On peut construire un arbre pondéré pour représenter la situation.

BnJrl

ST

A, A, N Byt

An N C"rz-i—l
CnJrl

AnJrl
By N Anit

Bn+1
B, N Byia

Bn N C"rz-i—l
CnJrl

AnJrl
Ch N Apis

Bn+1
Ch N Byt

C, N Cn+1

PN

CnJrl

D’apres la formule des probabilités totales :

an4+1 = P (An+1) = P (An N An+1) =+ P (Bn N An+1) =+ P (Cn N An+1)
= P(An) X Py, (An+1) + P (Bn) x Pp, (An-‘rl) + P(Cn) x P, (An+1)

On a alors en utilisant I’arbre pondéré

1 1
Ap+1 :P(AnJrl) = Qp X0+bn X §+Cn X 5
1 1 3 1 1
De méme, bn+1 = Zan + an + ch et Cn+1 = Zan + an + ch.
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Ainsi :
1 1
ap4+1 = §bn + §Cn
1 1 1
bn+1 = Zan“i’zbn“i’zcn
3 1 1
Cn+1 = Zan‘i‘zbn‘i‘zcn
Qg ao
2. Pour tout entier naturel n,onpose U,, = | b,, |.Up = | bg | représente la situation initiale, avec ag +bg+co = 1.
Cn Co

Montrer que, pour tout entier naturel n, U,, 1 = MU, ou M est une matrice 3 X 3 que ’on précisera.

D’apres la question précédente :

1 1 1 1
p+1 = 0 x ay, + §bn + §Cn An+1 0 5 5 An
1 1 1 1 1 1
n = S ln —Un —Cn — bn = - i bn
b1 10 gt e +1 1 4 4
3 n lb n 3 1 1
n = —ln —Un —Cn n - 7 Cn
Cntl g0 T o T ye Cntl 4 4 4
0 1 1
2 2
Donc en prenant M = 11 1lon, Upy1 = MU,.
4 4 4
3 1 1
4 4 4
En déduire que, pour tout entier naturel n, U,, = M"™U,.
Soit P, la propriété U,, = M"™U.
1 00
e Initialisation : Pour n = 0, MU, = Uy car M est la matrice identité [0 1 0
0 0 1

Donc la propriété est vraie au rang 0.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie au rang p avec p > 0, c’est-a -dire U,, = MPUj,.
On sait que, pour tout entier naturel n, Uy, 1 = MU, donc U, = MU,,.
Or, d’apres I’hypothese de récurrence, U, = MPUy, donc u,+1 = M x MPUy = MPT1U,.
Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

e Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 ; elle est héréditaire, donc elle est pour tout n > 0.

Donc, pour tout entier naturel n, .

T
3. Montrer qu’il existe une seule matrice colonmne U = | y | telleque:x +y+ 2z =1et MU = U.
z
X
Soit la matrice colonne U = | y | telleque:z+y+2=1et MU =U.
z
o 11 LS S
5 3 T x FYT52=12
1 1 1 1 1 1
MU=U <~ |- - = = — - - Za=
1 1 1|7 Y FRL Rt
3 1 1 3.1 1
14 1) \7 : AT T
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1 . I
gYt5e=2
1 Jr1 +1 -2z +y +z =0 (L1)
. AT T YT =Y -3y +z =0 (L2)
5 5 . 4 4 4 x Y
On doit donc résoudre le systeme (S) : 3 1 1 <= 3 by —32=0 (L3)
Tyt re vty 4z =1 (14
r+y+z=1
On applique la méthode du pivot de Gauss :
—2x 4y 4z =0 :(L1 —2x 4y +z =0 (L)
=5y +3z=0 :([@L2)=2(L2)+(L1) -5y +3z =0 (L'2)
(8) = 5y —32=0 :(U3)=20L3)+3L1) 10 40 =0 (L3)+L2)
+3y +3z=2 :(L4)=(L1)+2(L4) +24z=10 5 4)+3(L2)
1
=1
On adonc z = 0_5 et on en déduit y et x soit (S) < _1
T 12 yer Yy=3
5
g ==
12
1
T 3
L’unique matrice colonne U = [y | telleque:x +y+2z=1et MU =U, est|U = %
z 5
12

4. Un logiciel de calcul formel a permis d’obtenir I’expression de M ™, n étant un entier naturel non nul :

N G
Pour 7 entier non nul, ona: M" = 1 1 1
4 4 4
5L CExe s ZE) 5L @)
N _+(‘71);x2 %+(%§” %+(%§” w
Up=M"Uy <= |3 | = i i i by
S B o R R BT BT 1 )
com (3 B2 (12 (3 2
= bn_1a0+ibo+1co
Cn:<%+<<%§”>x2>ao+<%+<-7;>">b0+<ﬁ+<-§>”>CO

1 1 1 1
On constate que b,, = 7% + Zbo + 100= 7 (ap + by + ¢o); 0rag + bg + ¢g = 1 donc
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Or par théoréme

[Théoréme 1 (Limite d’une suite géométrique)]

Sileréel gesttelque: —1 <g< lona

o . 1\" .
On en déduit que lim (——) = 0 et de ce fait
n—-+oo 2
;1nx2
n—-+oo 3
—1\"
e et lim (2) =0
n—+oo —3
Donc
1 1 1 1 1
li == =b —cog = — b ==
* |, dim an =300+ 3bot 500 =3 (a0 +botco) =3
5 5 5 5 5
M en = —~ap + —<bo + —=co = — (ag + b ==
o [ Hm en = g0+ bt pe0 =5 (@ +bo+eo) = 13

Pour tout entier naturel n non nul, exprimer a,,, b, et c,, en fonction de n. En déduire que les suites (a,,), (b,) et
(cn) convergent vers des limites que I’on précisera.

5. Interpréter les résultats obtenus et donner une estimation des pourcentages de fréquentation du site a long terme.

1 1
° 11111 an = 3 donc, a long terme, la page 1 du site sera consultée 100 x 3 ~2 33, 33 % du temps de visite.
n——+00

1 1
° 11111 by = 1 donc, a long terme, la page 2 du site sera consultée 100 x 1= 25 % du temps de visite.
n——+00

5 5 ..
e lim ¢, = 2 donc a long terme, la page 3 du site sera consultée 100 x 12 ~ 41,67 % du temps de visite.
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Exercice 4. Probabilités S points

Commun a tous les candidats

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis 2 104 pres.

Partie A

En utilisant sa base de données, la sécurité sociale estime que la proportion de Frangais présentant, a la naissance, une malfor-
mation cardiaque de type anévrisme est de 10 %. L’étude a également permis de prouver que 30 % des Francais présentant, a la
naissance, une malformation cardiaque de type anévrisme, seront victimes d’un accident cardiaque au cours de leur vie alors que
cette proportion n’atteint plus que 8 % pour ceux qui ne souffrent pas de cette malformation congénitale.

On choisit au hasard une personne dans la population francaise et on considere les événements :
M : «La personne présente, a la naissance, une malformation cardiaque de type anévrisme »
C': «La personne est victime d’un accident cardiaque au cours de sa vie ».

En utilisant les données du texte, on peut construire I’arbre pondéré suivant :

C
0,30 MAC
MnC

1-0,30=0,70 &

C
0,08 NC

1-0,10=0,90 =

M MnC

1-0,08=0,92 &

L La P(MNC)=P(M)x Py (C)=0,1x0,3=0,03s0it| P(MNC)=3%]|

1. b. D’apres la formule des probabilités totales :
P(C)=PMNC)+P(MnNCQC)
=P (M) x Py (C)+ P (M) x Py (C)
=0,1x0,3+0,9x%x0,08
=0,03+0,072=0,102
| P(C) =10,2%|

2. On choisit au hasard une victime d’un accident cardiaque.
La probabilité qu’elle présente une malformation cardiaque de type anévrisme est Po (M) :
_PMNO) 0,03

Poc (M) = = ~ (0,2941 soit | P (M) = 29, 41
e ) = =5 = o0~ 0% soit| Po (M) = 29,41%

Partie B

On note X la variable aléatoire comptabilisant le nombre de personnes de 1’échantillon présentant une malformation cardiaque
de type anévrisme.

1. Définir la loi de la variable aléatoire X.
On peut considérer que, choisir au hasard un échantillon de 400 personnes, peut étre assimilé a un tirage avec remise de 400

personnes dans la population totale.

Or la probabilité qu’une personne souffre d’une malformation cardiaque de type anévrisme est P (M) = 0,1 d’apres le texte.
Donc on peut dire que la variable aléatoire X qui donne le nombre de personnes souffrant de cette malformation cardiaque suit
une loi binomiale de parametres n = 400 et p = 0, 1.
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2. Déterminer P(X = 35).

400

Comme X suit la loi binomiale B (400;0,1),| P (X = 35) = < 35

) 0,1%(1-0,1)*°"% ~0,0491

3. Déterminer la probabilité que 30 personnes de ce groupe, au moins, présentent une malformation cardiaque de type
anévrisme.

La probabilité que 30 personnes, au moins, présentent une malformation cardiaque de type anévrisme est P (X > 30) or:

P(X >30)=1- P (X < 30)
—1-P(X <29)
~1-00357

[P(X >30) ~ 96, 43%|

Partie C

X
1. On considere la variable aléatoire F', définie par F' = 200’ X étant la variable aléatoire de la partie B.

Déterminer I’intervalle de fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F' au seuil de 95 %.

[Théoréme 2 (Intervalle de fluctuation asymptotique)]

v n>30
Si les conditions suivantes sont remplies: ¢ v np >5
v n(l-p)>5

Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence F,, d’un caractére dans
un échantillon de taille n est :

o vp(l—p) vp(1—p)
I, =|p 1,967\/5 ,p+1,967\/ﬁ

ol p désigne la proportion de ce caractere dans la population.

On an = 400, p = 10% alors :

v n=400>30
Conditions : { v np=400 x 10% = 40 > 5
v n(l—p) =400 x 90% = 360 > 5

On sait que si X suit la loi binomiale B (n,p), alors puisque les conditions rappelées ci-avant sont vérifiées, 'intervalle de

fluctuation asymptotique de la variable aléatoire F' = 700 au seuil de 95 % est donné par :

B 0

VPl — Vvp(l— V0,1(1-0,1) VO, 11 —0,1)
I= pfl,%M;erl,%M O,lfl,QGM;OJjLL%M
vn vn V400 V100

et donc

I~ [0,0706; 0,1294} - [7,06%; 12,94%}

2. Dans I’échantillon considéré, 60 personnes présentent une malformation cardiaque de type anévrisme ;

60
— =15 I
400 %

Le taux de malades dans cet échantillon est anormalement élevé.
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