Baccalauréat S Antilles-Guyane 11 septembre 2014
Corrigé

EXERCICE 1 6 points

Commun a tous les candidats

Une entreprise de jouets en peluche souhaite commercialiser un nouveau produit et a cette fin, effectue
divers tests permettant de rejeter les peluches ne répondant pas aux normes en vigueur. D’expérience,
le concepteur sait que 9 % des nouveaux jouets ne répondent pas aux normes.
AVissue des tests, il est noté que

e 96 % des peluches répondant aux normes sont acceptées par les tests;

e 97 % des peluches ne répondant pas aux normes ne sont pas acceptées a I'issue des tests.
On préleve une peluche au hasard dans la production de I'’entreprise. On note

e N Tlévenement : «la peluche répond aux normes en vigueur » ;

e Alévenement : «la peluche est acceptée a I'issue des tests ».

Partie A

1. On construit un arbre pondéré représentant la situation exposée précédemment :

1-0,09 =0,91 N

1-0,96 = 0,04 A

1-097=0,03 4

N
*Z

)

2. La probabilité qu'une peluche soit acceptée est P(A).
D’aprés la formule des probabilités totales : P(A) = P(N N A) + P(N N A).
P(NNnA)=P(N) x PN(A)=0,91%x0,96 =0,8736

P(Nn4)=P(N)x Pg(4)=0,09x0,03 =0,0027 } = PlA)=08736+0,0027 =08763

3. La probabilité qu'une peluche qui a été acceptée soit aux normes est P4 (N) :
P(NnA) 0,8736

= =~ 0,9969
P(A) 0,8763

Ps(N) =

Partie B

On consideére que la vie d'une peluche se termine lorsqu’elle subit un dommage majeur. On admet que
la durée de vie en années d'une peluche, notée D, suit une loi exponentielle de parametre A.

1. Onsaitque P(D <4) =0,5.

a
Si D suit une loi exponentielle de parametre A, alors P(D < a) = f Ae Mdr=1-e 4,
—00

In0,5

Donc P(D<4) =05 <> 1-e =05 < 05=¢e* < In0,5=-41 < A=- 1
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2. On prendraici A =0,1733.
Le jour de ses trois ans, un enfant qui joue avec cette peluche depuis sa naissance décide, voyant
qu’elle est encore en parfait état, de la donner a sa sceur qui vient de naitre.
La probabilité pour que sa sceur la garde sans dommage majeur au moins cinq années supplé-
mentaires est la probabilité conditionnelle Pp>3(D > 3 +5).
On sait que la loi exponentielle est une loi a « durée de vie sans vieillissement » donc que, pour
tous réels strictement positifs s et ¢ : Pp> (D > s+ 1) = P(D 2> s).

Donc Pp>3(D>3+5)=P(D>5)=1-P(D<5)=1-(1-e )= e 0173 50,4204

Partie C

Un cabinet de sondages et d’expertise souhaite savoir quel est le réel intérét des enfants pour ce jouet.
A la suite d'une étude, il apparait que pour un enfant de quatre ans, le nombre de jours, noté J, ot la
peluche est son jouet préféré suit une loi normale de parametres u et o. Il apparait que p = 358 jours.

N . I J- . . P s
1. D’apres le cours, la variable aléatoire X = suit la loi normale centrée réduite, c’est-a-dire

o
la loi normale de moyenne 0 et d’écart type 1.

2. Onsait que P(J < 385) =0,975.

J—358 27

J<385 < J-358<K27 < < — car ¢ est un nombre strictement positif.
o

27

On cherche donc o pour que P (X < —) < 0,975 sachant que X suit la loi normale centrée ré-
o

duite.

27
La calculatrice donne > =~ 1,96 ce qui équivaut a o = 13,77. On prendra donc o = 14.

EXERCICE 2 6 points

Commun a tous les candidats

Partie A

On considere la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle [0; +oo[ par f(x) = xe™*.

X

N . € . X c . s 1 _
1. D’apresle cours, lim — = +oo;donc lim — =0 ce qui équivauta lim xe *=0.
x—+o00 X x—+oo eX xX—+

Donc xl—i»rPoof(x) =0

2. Lafonction f est dérivable sur R donc sur [0; +oco[ et:
ff)=1xe*+x(-Ixe¥)=e*—xe*=(1-x) e~
Pour tout réel x, e”* > 0 donc f'(x) est dusignede 1-x; f(0)=0et f(1) = e"! = 0,37
D’oui le tableau de variation de la fonction f sur [0; +oo[:

X 0 1 +00
) + 0 -
e—l
f)
0 0

On donne la courbe 6 représentative de la fonction f dans un repére du plan ainsi que la droite A
d’équation y = x.
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Partie B

Soit la suite (u;) définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f (u).

1. Onplace sur le graphique, en utilisant la courbe € et la droite A, les points Ay, A; et A> d’ordon-
nées nulles et d’abscisses respectives iy, 11 et uy.

2. Soit &, la propriété u, > 0.

* 1y =1>0donc la propriété est vraie au rang 0.

* On suppose la propriété vraie au rang p > 0, c’est-a-dire u, > 0.
Pour tout réel x, e > 0 donc pour tout réel x >0, xe™* > 0 donc f(x) > 0.
Or up+1 = f(up) et up >0 (hypothese de récurrence) ; donc f(up) >0 et donc up+1 > 0.
La propriété est vraie aurang p + 1.

* La propriété est vérifiée au rang 0, et elle est héréditaire pour tout p > 0; elle est donc vraie
pour tout n > 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, u, > 0.

3. Pourtoutréel x>0:
—x<0 < e ¥<e
— e ¥<«1
<~ xe *<x carx>0
= fx)<x
Donc, pour tout x > 0, f(x) < x; or, pour tout n, u, > 0 donc f(u,) < u, ce qui veut dire que
Up+1 < Up. La suite (u;,) est donc décroissante.

0 croissance de la fonction exponentielle

4. a. La suite (u,) est décroissante, minorée par 0, donc, d’apres le théoréme de la convergence
monotone, la suite (u,) est convergente.

b. On admet que la limite de la suite (u;) est solution de 'équation xe™* = x.

On résout I'équation xe ™ = x:
xet=x <= x(e*-1)=0 < x=0o0ue *-1=0
< x=0oue *=1 < x=00u—-x=0

Donc la limite de la suite (u,,) est égale a 0.

Partie C
k=n

On considere la suite (S;) définie pour tout entier naturel n par S, = Z Up=Ug+ U +...+ Uy
k=0

Lalgorithme suivant donne Sy :
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Déclaration des variables: S et u sont des nombres réels
k est un nombre entier

Initialisation : u prend la valeur 1
S prend la valeur u
Traitement : Pour k variant de 1 a 100

u prend la valeur u x e™%

S prend la valeur S+ u
Fin Pour
Afficher S

EXERCICE 3 3 points
Commun a tous les candidats

Soit (E1) 'équation : e* — x™ = 0 ol1 x est un réel strictement positif et n» un entier naturel non nul.
l. e¥-x"=0 < e*=x"
< In(e®) =In(x")
— x=nln(x)

X
— —=In(x)
X
— In(x)——=0
n
Donc les équations (E7) et (E2) sont équivalentes.
2. L'équation (E7) admet deux solutions si et seulement si'équation (E2) admet deux solutions.
X
Soit f la fonction définie sur I = 10; +oo[ par f(x) = In(x) — —; résoudre I'équation (E») revient
n

donc a résoudre I'équation f(x) = 0.

Cherchons les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition :
lirrol In(x) = —oc0

par somme
S i /() =0
lim—=0 >0
x—0n
X In(x) 1
f(x) =In(x) — — peut s’écrire x (L - —) pour tout x de 10; +oo [.
n x n
In(x) . In(x) 1 1 par produit
lim —=0=— lim —-—=-—<0 In(x) 1
x—+oo X x—+o0 X n n lim x( - —) =-—oc0o<= lim f(x)=-o00
hm X = 400 X—+00 X n X—+00
X—+00
. - , 1 1 n-x
La fonction f est dérivablesur Iet f'(x) = — - —= .
X n nx

f'(x) sannule et change de signe pour x = n et f(n) =In(n) - n =In(n)-1.
n

D’oui le tableau de variation de la fonction f :

X 0 n +00
n—x + ¢ -
'@ + 0 -
In(n) -1

f(x) / \

D’apres ce tableau de variation, 'équation f(x) = 0 admet deux solutions dans ]0; +oo[ si et
seulement sile maximum de la fonction f est strictement positif, c’est-a-dire quand In(n)-1>0:
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Inn)-1>0 <= In(n)>1 <= n>e < n=>3

Donc on peut dire que I'équation (E;) admet deux solutions si et seulement si 7 est un entier
naturel supérieur ou égal a 3.

EXERCICE 4 5 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
On note C I'ensemble des nombres complexes.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O, u,v )

On considere la fonction f qui a tout nombre complexe z associe f(z) = z% +2z+9.
1 f(-1+iv3)=(-1+1v3) +2(-1+iV3) +9=1-21y3-3-2+2iy3+9=5

2. Onrésout dans C'équation f(z) =5:
f)=5 < 22+22+9=5 <> 22+2z+4=0;A=4-16=-12=—(2v/3)’

—2+42iV3

Donc’équation admet deux racines complexes conjuguées : =-1+iV3et-1-iV3

On appelle A le point d’affixe z4 = —1 + iv/3 et B le point d’affixe zz = -1 — iV/3

|zal=vV1+3=2
1
cosOy=——
. 2 21 .
Soit 84 un argument de z4 : 3 :>6A=?+k27rouk€Z
sin@A = 7

2in
3

Donc z4 =2e
Les nombres complexes z4 et zp sont conjugués, donc ils ont le méme module et des arguments
opposés donc zp = 2e 5"
|zal =2 donc le point A se trouve sur le cercle de centre O et de rayon 2. De plus la partie réelle de
Avaut —1 donc A se trouve sur la droite d’équation x = —1. Idem pour B.
Voir graphique page 6.
3. Soit A un nombre réel. On considere I'équation f(z) = A d'inconnue z.
f(@=1 < z°+2z+9=1 < Z*+2z+9-1=0
Pour que I'équation f(z) = A admette deux solutions complexes conjuguées, il faut et il suffit que
le discriminant du polynéme z? + 2z + 9 — A soit strictement négatif.
A=4-409-1)=4-36+41=41-32;A<0 < 41-32<0 < A1<8
Lensemble des valeurs de A pour lesquelles 'équation f(z) = A admet deux solutions complexes
conjuguées est l'intervalle ] —oo; 8[.
4. Soit (F) 'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z vérifie | f(z)— 8| =3
f(z)—8= Z2+2z+49-8=2%2+2z+1=(z+1)%; donc |f(z) —8| = |(z+ 1)2| =|z+ 1|2 car le module
d’un carré est égal au carré du module.
Donc |f(z)—8| =3 < |z+1°=3 < |z+1|=V3
Soit Q le point d’affixe —1, donc de coordonnées (—1; 0) ; si on appelle M le point d’affixe z, alors
lz+1l=V3 < lzy — zal = V3.
Lensemble des points M vérifiant |z — 2| = V3 est le cercle de centre Q et de rayon V3.
On trace (F) sur le graphique (voir page 6).
5. Soit z un nombre complexe, tel que z = x +iy ol x et y sont des nombres réels.
a. f(2)=2%+2z+9=(x+iy)?+2(x+iy) +9=x*>+2ixy—y* +2x+2iy+9
=x%2—y?+2x+9+ i(2xy+2y)
b. On note (E) I'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z est telle que f(z) soit un
nombre réel.
f(2)réel < 2xy+2y=0 < 2y(x+1)=0 < y=0oux=-1
Donc (E) est la réunion de deux droites Dy d’équation y = 0 (I'axe des abscisses) et D, d’équa-
tion x = -1.
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Le cercle (F) est de centre Q d’affixe —1 et de rayon /3. Donc les points d’intersection du cercle
(F) avec I'axe des abscisses ont pour coordonnées (—1—v/3;0) et (—-1++/3; 0).

Les points A et B ont pour affixes z4 et zg dont les parties réelles sont égales a —1; donc A et B
sont situés sur la droite D-.

QA=l|za—zql =|-1+iv3+1| =|iv3| = V3 donc le point A appartient au cercle (F).
QB = |z — zql =|-1- iV3+1| =|-iv3| = V3 donc le point B appartient au cercle (F).
Les coordonnées des quatre points d’intersection des ensembles (E) et (F) sont :

(-1-v3;0), (-1+v3;0), (-1; V3) et (-1; -V3)

EXERCICE 4 5 points
Réservé aux candidats ayant suivi la spécialité

Dans une ville, une enseigne de banque nationale posséde deux agences, appelées X et Y.
D’une année sur I'autre, une partie des fonds de 'agence X est transférée aI’agence Y, et réciproquement.
De plus, chaque année, le siege de la banque transfere une certaine somme a chaque agence.

Soit n un entier naturel. On note x, la quantité de fonds détenue par I'agence X, et y, la quantité de
fonds détenue par 'agence Y au 1°' janvier de 'année 2014 + n, exprimées en millions d’euros.

1 0
On note U, la matrice (xn) etonnote I = (0 1).
n

On suppose que le 1¢f janvier de I'année 2014, 'agence X possede 50 millions d’euros et I'agence Y pos-
sede 10 millions d’euros.
1
et B= (3)

Xn+1 0,6 0,15 N Xn + 1 — Xn+1 =0,6x, +0,15y, +1
Vn+1 0,2 04 Vn 3 Vn+1 =0,2x,+0,4y, +3

Le coefficient 0,6 de la matrice A correspond au pourcentage de la somme qui reste d'une année
sur 'autre a I'agence X.

0,6 0,15

L'évolution de la quantité de fonds est régie par larelation U, = AU, +B,00 A= ( 02 04

6. U1 =AU, +B < (
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Le coefficient 3 de la matrice B correspond a la somme (en millions d’euros) qui est rajoutée
chaque année al'agence Y.

10
La quantité de fonds dans chaque agence en 2015 est donnée par la matrice U; = AUy + B :
(xl) _ (0,6 0,15) y (50) N (l) _ (0,6 x50+0,15x10+1) _ (32,5)
n 02 04 10 3 0,2x50+0,4x10+3 17
En 2015, il y a donc 32,5 millions d’euros dans 'agence X et 17 millions d’euros dans 'agence Y.

3. Onnote D = (0’3 0 ),Pz( 1 3) et Q= (0,25 —0,375)'

50
2. D’apres le texte, Uy = ( )

0 07 -2 2 0,25 0,125

0,6 0,15

a. Ala calculatrice, on trouve que PDQ = (0 5 04

) donc que PDQ = A.

0,25 -0,375 1 3
b. QP= (0,25 0,125 ) 8 (—2 2)
Le coefficient situé sur la premiére ligne et la deuxieme colonne de la matrice QP est donc:
0,25x3+(-0,375) x2=0,75-0,75=0
Dans la suite, on admettra que QP = I.
On admettra dans la suite de cet exercice que pour tout entier naturel non nul n, A” = PD"Q.

Ce résultat est assez facile a démontrer par récurrence en considérant les résultats des questions précé-
dentes; U'hérédité se démontre ainsi : AP*' = Ax AP = PDQ x PDPQ=PDDPQ=PDP"1QcarQxP=1.

5 5
4. On pose pour tout entier naturel n, V,, = U, — (@) ;donc U, =V, + (@)
3 3

5 5 5 1 5
a. Vn+l=Un+l—(@)=AUn+B—(@)=A V,+ 20 +(3 —(@)
° ° ’ 3 20
06 0115\ (5), (1) (5 06x5+0,15x 5 +1-5 0
=AV+(’ ! )x( )+()—( ):AV+ =AV+(
"2 04)7\B) 3 (B "102x5+04x 24320 "o

= AV,

5 50 5 45
b 15=00-(3)= (o) -(3) =]
3 3 3
On peut dire que, pour tout n, V,, = A" x Vj.
On peut considérer ce résultat comme « classique » ; en cas de doute, on peut le démontrer par
récurrence en se rappelant que A° = I.
0,25 x0,3" +0,75 x 0,7" 0,375(-0,3" +0,7"")
0,5(-0,3"+0,7") 0,75x0,3" +0,25x0,7"
a. D’apres les questions précédentes, V,, = A" x Vj donc le coefficient de la premiéere ligne de V,
est:

5. Soit 7 un entier naturel. On admet que A” = (

10
(0,25x0,3" +0,75 x 0,7"*) x 45+ (0,375(—0,3" +0,7")) x 3
=11,25x0,3" +33,75%x0,7" +1,25(-0,3" +0,7")
=11,25%0,3" +33,75x0,7" —1,25%x0,3" + 1,25 x 0,7"
=10x0,3"+35x0,7"

5
b. Uy = Vn+(@) et Uy = (x”
3

c. La suite (0,3") est une suite géométrique de raison 0,3; or —1 < 0,3 < 1 donc xliIP 0,3" =0.
—+00

) Donc x;, =10%0,3" +35x 0,7 +5

Yn

Pour la méme raison, on peut dire que lim 0,7" =0.
X—+00
D’apres les théoremes sur les limites de suites, on peut déduire que lim x, =5.
X—+00

Cela signifie que la quantité de fonds disponibles dans I'agence X va tendre vers 5 millions
d’euros.
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