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Exercice 1 6 points
Commun a tous les candidats

Une entreprise est spécialisée dans la fabrication de ballons de football.
Cette entreprise propose deux tailles de ballons : une petite taille, et une taille standard.

Partie A

Un ballon de football est conforme a la réglementation s'’il respecte, suivant sa taille, deux conditions a
la fois (sur sa masse et sur sa circonférence).

En particulier, un ballon de taille standard est conforme a la réglementation lorsque sa masse, exprimée
en grammes, appartient a l'intervalle [410; 450] et sa circonférence, exprimée en centimetres, appar-
tient a I'intervalle [68; 70].

1. On note X la variable aléatoire qui, a chaque ballon de taille standard choisi au hasard dans
I'entreprise, associe sa masse en grammes.

On admet que X suit la loi normale d’espérance 430 et d’écart type 10.
Ala calculatrice, on trouve P(410 < X < 450) = 0,954.
2. On note Y la variable aléatoire qui, a chaque ballon de taille standard choisi au hasard dans
I'entreprise associe sa circonférence en centimetres.
On admet que Y suit laloi normale d’espérance 69 et d’écart type .
On sait que 97 % des ballons de taille standard ont une circonférence conforme a la réglementa-
tion ce qui veut dire que P(68 < Y < 70) = 0,97.
Si Y suit la loi normale de parameétres p = 69 et d’écart type o, alors la variable aléatoire Z =

suit la loi normale centrée réduite.

Y -69
o

)=0,97.
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Deplus:68<Y <70 < -1<Y-69<1 < -
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OnadoncP(68<Y <70)=0,97 < P(—— <Z<
o

Or, d’apres le texte, P(-2,17 < Z < 2,17) =0,97.
1

On peut déduire que — = 2,17 et donc que o = 0, 46.
o

Partie B

Lentreprise affirme que 98 % de ses ballons de taille standard sont conformes a la réglementation. Un
controdle est alors réalisé sur un échantillon de 250 ballons de taille standard. Il est constaté que 233
d’entre eux sont conformes a la réglementation.

Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% d’une fréquence est :
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Onan=250et p=0,98.

e 250 > 30;

e np=250x0,98=2452>5;

e n(1-p)=250x0,02=5>5

Donc l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la fréquence de conformité des ballons
est:

/0,98 x 0,02 /0,98 x 0,02
0,98—1,96————"";0,98+1,96 ———

I=
V250 V250

= [0,962; 0,998]
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33
Il'y a 233 ballons conformes sur 250 ce qui fait une fréquence de f = — =0,932.

0,932 ¢ I donc le résultat du contréle remet en question I'affirmation de 'entreprise.

Partie C

Lentreprise produit 40 % de ballons de football de petite taille et 60 % de ballons de taille standard.

On admet que 2 % des ballons de petite taille et 5% des ballons de taille standard ne sont pas conformes
ala réglementation. On choisit un ballon au hasard dans I’entreprise.

On considere les événements :

A «le ballon de football est de petite taille »,

B : «le ballon de football est de taille standard »,

C: «le ballon de football est conforme a la réglementation » et C, 'événement contraire de C.

1. Onreprésente la situation par un arbre pondéré :

0,40

0,60 B /

2. «Le ballon est de petite taille et il est conforme a la reglementation » correspond a I'événement
AnC.D’apresl'arbre: P(AnC) =0,40x 0,98 = 0,392

3. D’apres la formule des probabilités totales :
P(C)=P(ANnC)+P(BNC)=0,40x0,98+0,60 x 0,95 = 0,392+ 0,570 = 0,962

4. Le ballon de football choisi n’est pas conforme a la réglementation.
On cherche la probabilité qu’il soit de petite taille, autrement dit on cherche P&(A).

P(AnC) 0,40 0,02

P(6)= 1-P(C)=1-0,962 =0,038 donc PE(A)z — =~ 0,211
P(C) 0,038
Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats
1. b.
Dans un repere orthonormé de l'espace, on considere les points A(2; 5; —1), B(3; 2; 1) et
C(1;3; -2).

AB*=(3-2)+(2-52+(1+1)?=1+9+4=14
AC?=(1-2?+(B-52+(-2+1)?=1+4+1=6
BC?=(1-3)>+(3-2)2+(-2-1)?=4+1+9=14
Donc le triangle ABC est isocele non rectangle.

2. c.
Dans un repere orthonormé de 'espace, on considere le plan P d’équation 2x—y+3z—-1=0et
le pointA(2; 5; —1).
Un vecteur normal au plan P est 7i(2; —1; 3), donc toute droite perpendiculaire au plan P aura
un vecteur directeur colinéaire au vecteur 7, ce qui élimine les propositions a. et b.
On cherche si le point A appartient a la droite dont la représentation paramétrique est en c.; on

2=6-2t
résout le systeme : 5=3+t¢
-1=5-3t¢

Ce systeme a pour solution ¢ =2 donc la bonne réponse est c.
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3. c
Soit A et B deux points distincts du plan.
MA -MB =0 <> MA L MB <> MAB estun triangle rectangle en M
< M appartient au cercle de diametre [AB]
4. c.

La figure ci-dessous représente un cube ABCDEFGH. Les points I et J sont les milieux respectifs
des arétes [GH] et [FG]. Les points M et N sont les centres respectifs des faces ABFE et BCGE

Les droites (IJ) et (MN) sont orthogonales; il suffit pour s’en convaincre de regarder le cube du

dessus :
H I G
| H I G
. I ] T~
| F
|
|
N N xJ
| | —
I M S p
I
D/b— ———————— ——2C
s E /M F
A B
Exercice 3 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Up = 2

On consideére la suite numérique (u,,) définie sur N par : 1 3
Upsl = —Eufl +3u, — 3 pour tout n € N

Partie A : Conjecture

1, 3.1, 3 3 5
Loup=—-ui+3u1—==--224+3x2--=-2+6-=-==
2 22 2 2 2

1, 3 1(5) 5 3 25 15 3 23

U3=—-uUy+3p—-=—-|-| +3x - =—-—+——--=—

2 2 2\2 2 2 8 2 2 8

1 3
2. En programmant a la calculatrice la fonction f définie par f(x) = - Exz +3x— 2’ on obtient :

23 ) 383

383
us = f(u) = =—=299219etuy = f(u3z) = f|— | =2,99997
3= fup) f(8 128 4= f(us) f(128)

3. On peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et qu’elle converge vers 3.

Partie B : Validation des conjectures

On considere la suite numérique (v,) définie pour tout entier naturel n, par : v, = u, — 3.

1, 1, 9
1. vn+1=un+1—3=—Eun+3un—§—3=—§un+3un—§

1 1 1 9
v2 = (up—3)% = ufl—Gun+9donc—Evfl=—E(ufl—6un+9)=—Eufl+3un—§ = Ups1

) . . 1
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, v,,4+1 = — 3 v%.

2. Soit &, la propriété -1 < v, <0.

* yy=up—3=2-3=-1donc —-1< vy <0;lapropriété est vraie au rang 0.
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* Supposons la propriété vraie au rang p > 0, c’est-a-dire -1 < v, <0.
1
; _ 2
On sait que, pour tout p, vp1 = -3 V-
5 11, 1
-1<v, <0=0< vpglz—ig—EUPQO:—EgvagO
Donc —1 < vp+1 < 0 et donc la propriété est vraie au rang p + 1.

* La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire; donc elle est vraie pour tout entier
naturel n.

Pourtout ndeN,ona:-1<v,<0

1 1
3. a. Pour tout entier naturel n: v, — v, = 3 vfl —Up=-Vp (5 vp+1

b. Pour tout n, v,, <0donc —v, > 0.
1 1 1 1 1
Pourtoutn,—lgvngodonc—ggEvn<0etdonc§<§vn+1<1;donc Ev"+1>0'

v, 20

1
1 =>—vn(—vn+1)>0<=>vn+1—vn>0
SUnt1>0 2

Pour tout n, v,41 — v, = 0, donc la suite (v,,) est croissante.
4. La suite (v,) est croissante et majorée par 0 donc, d’apres le théoréme de la convergence mono-
tone, la suite (v,) est convergente.

1
5. On note ¢ limite de la suite (v,). On admet que ¢ € [—1; 0] et vérifie I'égalité : ¢ = —522.

1
On résout I'équation x = — Exz dont ¢ est solution :

1
x=—5x2 — 2x+x%*=0 = x(2+x) =0 << x=0oux=-2

Mais on sait que £ € [ —1; 0] donc ne peut pas correspondre a x = —2.
Donc ¢ =0 et la limite de la suite (v;,) est 0.

6. La suite (v;) est croissante et, pour tout n, u, = v, +3; donc on peut dire que la suite (u,) est
croissante.

La suite (v,,) est convergente vers 0 donc, d’apres les théorémes sur les limites, on peut dire que
la suite (u,) est convergente vers 3.
Les conjectures faites dans la partie A sont donc validées.

Exercice 3 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Une ville posséde un réseau de vélos en libre service dont deux stations A et B se situent en haut d'une
colline. On admet qu’aucun vélo des autres stations n’arrive en direction des stations A et B.
On constate pour chaque heure n qu’en moyenne :

* 20 % des vélos présents a 'heure n — 1 a la station A sont toujours a cette station.

¢ 60 % des vélos présents a 'heure n — 1 a la station A sont a la station B et les autres sont dans
d’autres stations du réseau ou en circulation.

* 10% des vélos présents a I'heure n —1 a la station B sont a la station A, 30 % sont toujours a la
station B et les autres sont dans d’autres stations du réseau ou en circulation.

e Au début de la journée, la station A comporte 50 vélos, la station B 60 vélos.

Partie A

Au bout de n heures, on note a, le nombre moyen de vélos présents a la station A et b, le nombre moyen

") et donc Up = (50).

R . . a
de vélos présents a la station B. On note U}, la matrice colonne ( b 60
n
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an+1=0,2a,+0,1b, C{a():SO

1. D’apreés le texte, on peut dire que, pour tout n : {bn+1 = 0,64, +0,3b), bo = 60

0,2 0,1 N
Donc (a”H):( )x(a”) — Ups1=MxU,ouM =

bn+1 0,6 0,3 by

0,2 0,1 (50\ _(0,2x50+0,1x60| (16
2. Ul‘MXUO‘(o,(s O,S)X(60)_(0,6x50+0,3x60)_(48)

0,2 0,1))( (16) (0,2x16+0,1x48)_(8)

0,6 0,3 48]~ 0,6 x16+0,3 x48 24

0,2 0,1
0,6 0,3

U2=MXU1=(

12 6
C’est donc au bout de 5 heures qu’il ne reste qu'un seul vélo dans la station A.

N 4 2 1
3. Ala calculatrice, on trouve successivement : Uz = ( ), Uy = ( ) etUs = (3)

Partie B

Le service décide d’étudier les effets d'un approvisionnement des stations A et B consistant a apporter
apres chaque heure de fonctionnement 30 vélos a la station A et 10 vélos a la station B.

Afin de conduire cette étude, il décide de modéliser la situation présente de la maniere suivante :
Aubout de n heures, on note a, le nombre moyen de vélos présents a la station A et 3, le nombre moyen

. . 50
de vélos présents a la station B. On note V,, la matrice colonne (a”) etVp= ( 60)'

Bn

30
Dans ces conditions V4,1 = M x V,, + Ravec R = (10) .

1. On note I la matrice ((1) (1)) et N la matrice I — M.

a. On désigne par V une matrice colonne a deux lignes.
V=MxV+R << V-MxV=R < IxV-MxV=R < (I-M)xV=R < NxV=R
1,4 0,2
1,2 1,6)'
1,4 0,2))((30) V:(1,4x30+0,2x10
1,2 1,6) \10 1,2x30+1,6x 10

b. On admet que N est une matrice inversible et que N~ = (
NxV=R < N !xNxV=N"1xR = V:(
44
— V= (52)
2. Pour tout entier naturel n, on pose W, =V,, - V.

a. Wy =Vy1—Vso0rVysy=MxV,+RetV =M xV+R dong, pour tout entier 7 :
Wpt1 =MxV,+R—-(MxV+R)=MxV,+R-MxV-R=Mx((V,-V)=Mx W,
b. Onadmetque: - pour tout entier naturel n, W, = M" x W,

1 (0,2 0,1
2n-110,6 0,3)

— pour tout entier naturel n > 1, M n=

wi=vo-v=()- ()=

Pour tout n, W, = M" x Wy et pour tout n > 1, M" =

1 (0,2 0,1
0,6 0,3

W, 1 (0,2 0,1))((6) 1 (0,2x6+0,1x8) 1 (2)

o1 ) ; donc pour tout n > 1,
:2”—1 0,6 0,3 8 :271—1 0,6x6+0,3x8 :zn—l 6
On sait que, pour tout n, W, =V, -V donc V, =W, + V.

b 51 V.= 1 (2 44
onc, pour toutn > 1, n=on |6 + 52

. _ . 1 . 44
c. lim 2" !'=+ocodonc lim —— =0etdonc lim Vp=
n—-+oo n—-+oo 211 n—-+oo 52

Le nombre de vélos va se stabiliser a 44 dans la station A et a 52 dans la station B.
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Exercice 4 5 points
Commun a tous les candidats

On désire réaliser un portail comme indiqué a 'annexe 1. Chaque vantail mesure 2 meétres de large.

Partie A : modélisation de la partie supérieure du portail

On modélise le bord supérieur du vantail de droite du portail avec une fonction f définie sur 'intervalle
[0; 2] par f(x) =

On note [’ la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0;2].

—4x

1
X+ 1 e ** + b ou b est un nombre réel.

1. a. Lafonction f est dérivable sur R comme somme, produit et composée de fonctions dérivables
sur R donc f est dérivable sur [0; 2] :

flx)=1xe**+

1
X+ Z) (e P ze M gxe e =—gxe

b. Pour tout réel x, e ¥ >0 et pour tout xde]0; 2], x>0

Dongc, pour tout xde 10 ; 21, —4xe ™

[0; 2].

2. Lafonction f est strictement décroissante sur [0 ; 2] donc son maximum est f(0). On sait que le

< 0doncla fonction f est strictement décroissante sur

. . 1
maximum est 1,5 on adonc f(0) =1,5 ce qulequlvautaZ+b= 1,56 < b= 571 — b= T

5
Il faut donc que b soit égal a 1 pour que le maximum de la fonction f soit égal a 1,5.

5
e+ Z
4

1
Dans la suite la fonction f est définie sur l'intervalle [0; 2] par f(x) = (x+ 1

Partie B : détermination d'une aire

Chaque vantail est réalisé al’aide d'une plaque métallique. On veut calculer I'aire de chacune des plaques,
sachant que le bord inférieur du vantail est a 0,05 m de hauteur du sol.

x 1 5
1. Soit F la fonction définie sur l'intervalle [0; 2] par F(x) = (_Z - 5) e 4 4 Zx

La fonction F est dérivable sur R comme somme, produit et composée de fonctions dérivables
sur R,donc elle est dérivable sur [0; 2] :
1 x 1 5 1
Fl(x)=—-e %+ (—— - —) (-de===—-eMirxe ™+
4 4 8 4 4
Donc F est une primitive de f sur [0 ; 2].

1 5 1 5

—4x —4x
—-e +—-—=|x+-]e€ +—-=f(x
2 4 ( 4) 4 ()

2
2. Lafonction f est positive sur [0 ; 2] donc 'aire du vantail est of = f f(nde.
0
Comme F est une primitive de f sur [0 ; 2], cette intégrale est égale a F(2) — F(0).

F(2) > —8+5 t F(0) ld F(2)-F(0) 2l 5,
=——e —e =-——=donc - =—-—-=¢
8 2 8 8 8

Pour calculer l'aire du vantail il faut retrancher I'aire du vide de 0,05 m de haut 2 m de large et

l'aire du vantail est égale a :

21 5 4 )
F@)=F(0)-2x0,05="--2e*-0,1~2,52m’

Partie C: utilisation d'un algorithme

On désire réaliser un portail de méme forme mais a partir de planches rectangulaires disjointes de lar-
geur 0,12 m, espacées de 0,05 m. Pour le vantail de droite, le coin supérieur gauche de chaque planche
est situé sur le bord supérieur du vantail (voir 'annexe 2 de I'exercice 4) et le bas de chaque planche a
0,05 m de hauteur. Les planches sont numérotées a partir de 0 : ainsi la premiére planche a gauche porte
le numéro 0.
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1. Les bords gauches des planches sont situés tous les 0,12 +0,05 = 0,17 m donc le bord gauche de
la planche numéro k est situé a I’abscisse 0,17 x k.

Lordonnée du point d’abscisse 0,17k est f(0,17k) mais comme chaque planche est située a une
hauteur de 0,05 m du sol, la hauteur de la planche numéro k est de f(0,17k) — 0,05 en meétres.

Chaque planche a une largeur de 0,12 m donc l'aire de la planche numéro k est, en m?, égale a
(f(0,17k)-0,05) x 0,12.

2. Lalgorithme suivant calcule la somme des aires des planches du vantail de droite :

Variables : Les nombres X et S sont des nombres réels
Initialisation :  On affecte a S 1a valeur 0
On affecte a X la valeur 0
Traitement : Tant Que X +0,17 < 2,05
S prend la valeur S+0,12(f(X)—0,05)
X prend la valeur X +0,17
Fin de Tant Que
Affichage: On affiche S

Dans cet algorithme, S désigne la somme des aires des planches du vantail de droite, et X désigne
U'abscisse du bord gauche de chaque planche.

Comme la largeur d'une planche est de 0,12 m, il ne faut pas que l'abscisse X du bord gauche

de la derniere planche soit supérieure a 2 — 0,12 ; il faut donc faire tourner la boucle « Tant que
X +0,12 <2 », autrement dit « Tant que X + 0,17 < 2,05 ».
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Annexe 1 de I’exercice 4

pilier gauche vantail de gauche vantail de droite pilier droit
Annexe 2 de I'exercice 4
0,5
l l l 1 l
ol 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
La distance entre le bas du portail et le sol est de 0,05 m.
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