Baccalauréat 2015 - S
Asie

¥ Math93.com

§ MathExams.fr Série S Obli. et Spé.
17 Juin 2015
Correction

Like Math93 on Facebook / Follow Math93 on Twitter

Exercice 1. Probabilités / S points

Commun a tous les candidats
Partie A

1. Le concurrent tire quatre fleches. On considere que les tirs sont indépendants. Déterminer la probabilité qu’il atteigne
au moins trois fois la cible.
Notons X la variable aléatoire qui compte le nombre de fois ou la cible est atteinte.

e Modélisation
Vérifions les hypotheses de validation d’une loi binomiale.
— Untir a2 états : il atteint la cible ou pas. La probabilité de I’atteindre est : p = 0, 8.
- Ilya 4 «tirs ». Chaque tir est indépendant, identique et aléatoire.

De ce fait, la variable aléatoire Z qui désigne bien le nombre de succes d’une répétition, de maniere indépendante, de 4
épreuves de Bernoulli de parametre p = 0, 8.

La variable Z suit donc une loi binomiale de parametres n = 4 etp = 0,8, notée # (4 ; 0, 8).

e Calcul
Puisque Z suit une loi Binomiale de parametre n =4 etp =0,8 ona:

4
P(Z=k) = (Z)p’“(l —p)" = (k) x 0,85 x (0,2)*7*
La probabilité qu’il atteigne au moins trois fois la cible se traduit par: P(Z > 3) or:

P(Z>3)=P(X =3)+ P(X =4)

4 4
P(Z>3)= (3) x 0,87 x (0,2)*7% + ( 4) x 0,8% % (0,2)*

P(Z>3)=4x0,8 x(02)' +1x0,8 x1

Donc arrondi au millieme :

|P(Z >3)=0,819)
La probabilité qu’il atteigne au moins trois fois la cible est de 0,819. Remarque : Sur la TI Voyage 200
1 — TIStat.binomFdR(4;0, 8;2) = 0,8192

2. Combien de fleches le concurrent doit-il prévoir pour atteindre en moyenne la cible douze fois ?
Méthode 1
A chaque tir, la probabilité que la fleche atteigne la cible est de 0, 8. On peut donc estimer que si le concurrent tire N fleches,
alors 80% de ces fleches atteindront la cible. Pour atteindre en moyenne la cible douze fois il faut donc que :

12
80%><N:12<:>N:ﬁ:15
Le concurrent doit prévoir 15 fleches pour atteindre en moyenne la cible douze fois.

Méthode 2
On peut modéliser I’expérience par une variable aléatoire Z qui suit une loi binomiale de parametre n et p = 0, 8. L’espérance
mathématique d’une variable suivant une loi binomiale étant £(Z) = npona:

E(Z)=nx0,8=12<=n=15
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Partie B

1. Lorsque la fleche atteint le plan, déterminer la probabilité que son point d’impact soit situé hors de la bande grisée.
La variable aléatoire X qui associe I’abscisse du point d’impact de la fleche, suit une loi normale de parametre 4 = 0 et ¢ = 10.
La fleche atteint le plan hors de la bande grisée quand 1’abscisse du point d’impact est soit inférieur a —10, soit supérieur a 10.
La probabilité cherchée est donc P ((X < —10) U (X > 10)), or en passant & I’événement contraire :

P((X < —-10)U (X >10)) =1— P(=10 < X < 10)

On va appliquer la propriété des intervalles dite :

[Propriété 1 (Les intervalles « un, deux, trois sigma »)]

Soit p un réel et o un réel strictement positif. Si la variable aléatoire X suit la loi normale .4 (u ; 02) alors :

Plu— o<X<p+ 0)=0,683 : (1)
P(p—20 <X <pu+20)~0,94 : (2)
P(p—30<X<p+30)~0,997 : (3)

Ici la variable aléatoire X suit une loi .4 (,u =0; 0% = 102). On a donc ici d’apres la relation (1) de la propriété 1 :

P(-10< X <10) = P(0—10 < X < 0+ 10)
P(-10<X<10)=P(u—0 <X <p+o0)

En appliquant la relation (1) de la propriété 1 on a donc :
P(—10< X <10) ~ 0,683 <= (1 — P(—10 < X < 10)) ~ 1 — 0,683 = 0,317

De ce fait :

|P((X < -10)U(X >10)) =1 - P(—10 < X <10) ~ 0,317

2. Comment modifier les bords de la bande grisée pour faire en sorte que, lorsque la fleche atteint le plan, son point
d’impact soit situé a I’intérieur de la bande avec une probabilité égale a 0,6 ?
Soit a un nombre réel.
Les limites de la bandes grisées sont composées de deux droites verticales d’équation x = a et x = —a.
On cherche donc a pour que :

Propriété 2

Soit 1 un réel et o un réel strictement positif.

P(—a< X <a)=0,6

—H suit la

La variable aléatoire X suit la loi normale ./ (u ; 02) si et seulement si, la variable aléatoire Y =
o

loi normale centrée réduite .4 (0 ; 1).

Donc ici, puisque X suit la loi normale .4 (O ; 102) , la variable aléatoire ¥ = suit la loi normale centrée réduite

A (05 1).
Donc :
X
P(a<X<a)=P(-S<t <
10 10 10
:P(fi<Y<i)
10 —  — 10
a
Ploa<X< :2(1)(—)*1
(—a a) 10
En effet :
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Propriété 3

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée ré- 1
duite A4 (0; 1).
2.a. Lafonction ® est définie sur R par ®(¢t) = P (X < t).

2.b. Pourtoutréel aona:

e (1) : PX<—-a)=P(X>a) a a
e (2) : P(—a)=1-9(a)
e 3) : P(—ra<X<a)=2%(a)—1

Donc

P(fanga):0,6<:>2<I)<%)71:0,6<:>®(%):0,8

La calculatrice nous donne alors :

@(i) —0,8 1%%0,8416

10

Les limites de la bandes grisées seront composées de deux droites verticales d’équation x = a = 8,416 etx = —a =~ —8§,416.

Et donc arrondi au millieme on a

Remarque : Sur la TI Voyage 200
TIStat.invNorm(0.8) ~ 0,841 621 233 465

Partie C

1. Quelle est la probabilité que le panneau fonctionne au moins 2 000 heures ?
La variable T suit une loi exponentielle de parametre A = 10~*. Elle exprime la durée de vie (en heures) du panneau électrique.
La probabilité que le panneau fonctionne au moins 2 000 heures se traduit donc par :

P(T > 2000)

Définition 1

Soit A un réel strictement positif.

Une variable aléatoire a densité 7" suit la loi exponentielle de parametre ) si sa densité de probabilité est la fonction
f définie sur R par:

f(z) =Xe ™

Propriété 4

Soit A un réel strictement positif.
Si T suit la loi exponentielle de parametre A alors pour tout réel a et btelsque 0 < a < b:

Pla<T <b)=e —e
et donc

P(T<b)=1-—e* et P(T>a)=¢e

On a donc d’apres la propriété 4 :
P(T >2000) = e —AX2000 _ 6710*‘&2000

Soit arrondi au millieme :

P(T >2000) = e %2 ~ 0,819
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2. ROC : Restitution organisée de connaissances
Dans cette question, \ est un réel strictement positif.

A
Démontrer que F est une primitive sur R de f définie pour tout réel ¢ par f(t) = Ate ™~

1
2.a. On considére la fonction F', définie pour tout réel ¢ par : F'(t) = (—t — —) e X,

At
R — R

1
x — F(x)(tx>xe/\t

La fonction F' est dérivable sur R comme produit et somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.
La fonction F est de la forme uv donc de dérivée u'v + uv’ avec :

F

Ve € R; F(x) = u(z) X v(z)

v(z) = e "M ;o V(@) = (=Ae ™M)
On a donc :
Vr e R, F'(z) =u'(z) X v(z) + u(z) x v'(z)
/ —At 1 —At
F'l(z)=(-1)x e +(_t_X) x (=xe ™)
Fl(z) = e Mx (=1+ X +1)
Soit

Ve € R; F'(z) = Xe M = f(t)

La fonction F' est bien une primitive sur R de f.

1
2.b. En déduire que I’espérance mathématique de la variable T est égale a 3
On a noté f la fonction définie pour tout réel ¢ par f(t) = \te ~*.
L’espérance mathématique de la variable 7" est définie donc par :
E(T)= 1 Me ™ Mdt = i t) dt
) =1n, J, o [, 7O

Or d’apres la question C2a., la fonction F’ est une primitive de f sur R, donc pour tout réel = positif :

/OI)\te_’\t dt = /Ozf(t) dt

x

:[ £ (t) ]0
= F(z) — F(0)

1
La fonction F' étant définie sur R par :F'(t) = (—t - X) e A

® 1 1
/ Me Mdt= (x —) e M <0 —> g ~AX0
. ) )\

v 1 1
/ Me Mdt=—axe ™M™ _e M4 =
0 A A

On va donc calculer la limite en 400 de cette expression.
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On rappelle que :
v 1 1
E(T) = lim Me Mdt = lim (—x X e M — 3 e M 4 —)

r——+00 0 Tr——+00 )\

[Propriété 5 (Limites liées a la fonction exponentielle )]

1 li e’ e (2): lim ze®=0 3 li e" -1 1
On a donc :
1
e Limite du second terme : — e ~*%,
YA>0; lim —)dz=-o0
zteo = lim ze M =0
lim e*=0 par composition  z—--00
Tr—r — 00
L, : — Az 1 — Az
e Limite du premier terme : z X e = (—A\x) x e ™2,
YA>0; lim (—A\z)=-o0
re = lim (-Az)e ™ =0= lim zxe
(2) - lim ze® =0 par composition  Z—-+00 T—+00

Tr— — 00
e Conclusion :

v 1 1

/ Me Mdt=—xx e M Ze M 4=

; EXE T3 X
0 S——

T — 400 —0

et

xT xT 1
E(T)= lim Me Mdt = lim / ft)dt =5
0

Tr——+00 0 r— 400

Quelle est I’espérance de durée de vie du panneau électrique affichant le score des concurrents ?

L’espérance de durée de vie du panneau électrique affichant le score des concurrents est alors :

1
E(T) = 1= 10* = 10000 h
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Exercice 2. Vrai/Faux

4 points

Commun a tous les candidats

Affirmation 1 (Fausse)}

Les plans P; et Py d’équations respectives x +y + z — 5 = 0 et Tx — 2y + z — 2 = 0 sont perpendiculaires.

Propriété 6

Soit vecteur  non nul et un point A de I’espace. L'unique plan &7 passant par A et de vecteur normal est normal
— — =
u est I’ensemble des points M tels que AM . u = 0.

Dans un repere de I’espace, son équation est alors de la forme :

r—za) _ fa
AM |y—ya | -u |b| =0<=a(x—24)+b(y—ya)+c(z—24)=0
z—2z4 c

Donc d’apres la propriété 6 :

1
H

e un vecteur normal au plan Py d’équationz +y+z—5=0estn; |1|;

1
7

. —

e un vecteur normal au plan Py d’équation 7x — 2y + 2z —2=0estny | —2
1

Regardons si ces vecteurs sont orthogonaux en calculant leur produit scalaire :

1
— — 7
1 1

Les deux vecteurs normaux aux plans ne sont pas orthogonaux, donc les plans ne sont pas perpendiculaires.
L affirmation 1 est fausse.

,—[Afﬁrmation 2 ("Presque” Vraie)]

Les plans P; et P2 se coupent suivant le droite de représentation paramétrique :

r= 1
y= 2t+1 , teR
z=-3t+4

Tout d’abord on remarque que les deux plans ne sont pas paralleles car leur vecteurs normaux ne sont pas colinéaires. Ils se
coupent bien selon une droite.

Plusieurs méthodes ici, la plus rapide étant de vérifier que la droite que nous noterons (d) appartient aux deux plans.

e Pour plan P;.

T = t

(d)

2t+1 et Prx+y+2—-5=0
z=—-3t+4
Ona:

t+(2t+1)+(-3t+4)—5=3t—-3t+5-5=0=(d) € P,
Donc la droite (d) appartient au plan P;.
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e Pour plan P5.

r= t
(d) : y= 2t+1 et Py 7Tx—2y+2—-2=0
z=—-3t+4

Ona:
Tt—2(2t+ 1)+ (-3t+4)—2=Tt—-Tt+2-2=0= (d) € P

Donc la droite (d) appartient aussi au plan Ps.
e Ladroite (d) appartient bien au deux plan P; et P qui ne sont pas confondus, c’est donc leur droite d’intersection.

L’ affirmation 2 est vraie.

Affirmation 3 (Vraie)]

Au niveau de confiance de 95%, la proportion de parties gagnées doit appartenir a I’intervalle [0, 658 ; 0, 771]

e 1. Analyse des données :

—  «Sur un échantillon de n = 312 parties. Il est constaté que 223 sont gagnées. ». Donc la fréquence observée de

parties gagnées est
f=223+312~0,714743589 soit | f =~ 0,715

e 2. Intervalle de confiance :

[Théoréme 1 (Intervalle de conﬁance)]

Soit f la fréquence observée d’un caractere dans un échantillon de taille n extrait d’une population dans laquelle la
proportion de ce caractere est p.
v n>30
Si les conditions suivantes sont remplies: ¢ v nf >5
v n(l-f)>5
Alors un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% de la proportion p est :

1 1

On a pour le cas étudié, n = 312, f ~ 0,715. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=312>30

22
v nf:312><—3:22325
312 29
Ve 1-— =312x — =89 >5
n(l- =312 x o =89 >
Un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% est alors :
1 1 223 1 223 1
Li=|f-S=if+—|= |55~ =5 25 + 7=
f NG / \/ﬁ} {312 V3127 312 /312

Soit puisque les borne sont :

223 1

m —— — —— ~0,65813. On arrondit la borne inférieure par défaut 103 prés soit 0,658.
312 /312 I
223 1

m —— + —— ~0,77136. On arrondit la borne supérieure par excés 1073 prés soit 0,772.
312 /312 p p p 0,772

Is1o ~ 0,658 ; 0,772]
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e 3. Conclusion
Difficile de conclure ici, on peut penser a une erreur d’arrondi dans le sujet sur la borne de droite.
Attendons les consignes de correction mais dans ce cas, il faut bien le signaler sur la copie !
On va dire que I’affirmation 3 est, "presque" vraie.

Remarque importante : Beaucoup de questions posées sur cet exercice. Il faut bien se rappeler que I’intervalle de confiance
approché, [a ; b] doit contenir :

312 /3127 312 /312

< 223 1 < 223 n 1 <
o< == - <=y -
- 312 /312 — 312 312 —

~0,658 1 ~0,771 36

223 1 223 1
1312 = [ ] C [a; b]

Il faut donc que :

. A . R 1 . . s
La borne de droite, b doit étre supérieure a ( + —) , c’est pour cela que 1’on doit arrondir par exces, a 0, 772.

312 /312

Affirmation 4 (Fausse)]

Sionentrea =1, b= 2et f(z) = 2% — 3, alors I’algorithme affiche en sortie le nombre 1,687 5.

a, b sont deux nombres réels tels que a < b
VARIABLES x est un nombre réel

f est une fonction définie sur Iintervalle [a ; b]
Lireaetb

Tantque b —a > 0,3

x prend la valeur ot

TRAITEMENT Si f(z)f(a) > 0, alors a prend la valeur x
sinon b prend la valeur x
Fin Si
Fin Tant que
Afficher 27

On peut représenter les différentes étape par un tableau donnant les valeurs des différentes variables.

Etape a b |b—a| Testb—a>0,3 | z= at?d fla) | f(z) | f(z)f(a) | Test
’ f(@)f(a) >0
Etape 1 1 2 1 oui 1,5 -2 -0,75 1,5 oui a=1,5
Etape 2 | 1,5 2 0,5 | oui 1,75 -0,75 | 0,0625 | -0,046875 | non b=1,75
Etape3 | 1,5 | 1,75 | 0,25 | non=> Stop

L’ algorithme affichera donc en sorti :
a+b 1,5+1,75
2 2

=1,625

a+b

On considere que 1’affichage est le résultat du calcul

L’ affirmation 4 est fausse.

Remarque : la plupart des programme affichent des valeurs de variables, et pas des résultats de calculs ainsi posés. L’algorithme
proposé est donc assez peu légitime !
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Exercice 3. Fonctions 6 points

Commun a tous les candidats

Partie A : généralités sur les fonctions f,,
1. Démontrer que pour tout entier naturel n, la fonction f,, est croissante et positive sur I’intervalle [0 ; 1].

o Ladérivée.
La fonction f,, définie sur [0 ; 1] est dérivable comme somme et composée de fonctions qui le sont.
La fonction 2 — f,, est de la forme z — 2 + e "“(*) avec u dérivable sur [0; 1],

u(z) =nzx-1)

.Onadonc:
u'(z) =n

donc de dérivée z — 1 + u' e ™ avec {

Ve e [051]; fr(a) =1+nen@Y

e Variations de f,.

La dérivée de f,, s’exprime comme une somme de deux termes positifs sur [0; 1].
En effet, I’exponentielle étant strictement positive sur R, on a :

Ve e [0;1] ; en@=1) -
Vn € N n >0

} —  Vzrel0;1]; ne™™ Y >0
par produit

Et donc en ajoutant 1 aux deux membres de I’inégalité :

Veel0;1] ;VneN; fl(z2)=1+ne”® D >1>0

Pour tout entier n, la fonction f,, est strictement croissante sur [0 ; 1].
e Signe de f,.

Veel0;1] ;VneN; fo(z) =2+ @D

On peut dresser le tableau de variations de f,, avec :

VneN; fr(0)=e™" et fr(l) =2

x 0 1
Signe de f/ (x) +
2
fn /
e ">0

Pour tout entier n, f,, est croissante strictement sur | et de minimum f,,(0) = e =" > 0.
De ce fait, pour tout entier n, f,, est positive sur |[.

2. Montrer que les courbes C,, ont toutes un point commun A, et préciser ses coordonnées.
Soient C,, et C}, deux courbes quelconque avec n et p entier distincts. Les abscisses des éventuels points d’intersections des
courbes sont les solutions, si elles existent, de I’équation f,,(x) = fp(z). Soit :

ful@) = folz) = 2+ @) =g 4 P
ful(@) = fp(z) == e™@D) = eple=1)

En composant par la fonction In définie sur ]0; +oof :

fn(@)

I
< T
—~
8 8
S— ~—
=X
S 8
(.
"o~
S— ~—
[
IS
—
| 8
=
—_
S~—
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Or on a supposé n et p entiers distincts doncn —p # 0 :

fu(@) = fplz) =z = nip:l

L’unique solution de 1’équation est donc = = 1 ce qui nous donne I’abscisse de A, son ordonnée étant f,, (1) = 2.
Les courbes C,, ont toutes un point commun :

A(1;2)

3. AUaide des représentations graphiques, peut-on conjecturer le comportement des coefficients directeurs des tangentes
en A aux courbes C,, pour les grandes valeurs de n ? Démontrer cette conjecture.

e Conjecture.
Il semblerait que les coefficients directeurs des tangentes en A aux courbes C,, correspondent aux termes d’une suite
croissante de limite +oo.

e Preuve.

[Propriété 7 (Tangente a €y en A)j

Si f est dérivable en a alors, la tangente a la courbe &¢
au point A d’abscisse a est la droite qui passe par A et
qui a pour ceefficient directeur f(a).

Son équation est donnée par :

T y=f(a)(z—a)+ f(a)|

On rappelle que :
Vee0;1] ;VneN; fo(z) =2+ e"@Y

On a calculé la dérivé de f,, lors de la question A1.
Vee[0;1] ;VneN; fi(z) =14ne™@D
Le coefficient directeur des tangente en A est donc donné par la valeur de
ff)y=1+nxe™ D =pn41

La suite de terme général u,, = (1 + n) est croissante et de limite 400 ce qui prouve la conjecture.

Non demandé : la tangente a C,, en A est donc la droite d’équation :

‘y:(n—l—l)x—n—i—l‘

Partie B : évolution de f,,(x) lorsque x est fixé

Soit  un réel fixé de I’intervalle [0 ; 1] . Pour tout entier naturel n, on pose u,, = f, ().
1. Dans cette question, on suppose que = 1. Etudier la limite éventuelle de la suite (un)-

La suite (u,,) est définie par :
Vn EN; un = fall) =2

Cette suite est constante, égale a 2, donc de limite 2.

2. Dans cette question, on suppose que 0 < = < 1. Etudier la limite éventuelle de la suite (wn).
La suite (u,,) est définie par :
Yn e N; u, = fulz) =a+ en(z-1)

On peut écrire le terme général de la suite sous la forme :

VneN; u, =2+ (e<z—1>)”
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<<l -1<z-1<0
En composant par la fonction exponentielle strictement croissante sur R :
0<z<le=0<el<e™lcel=1
Or on rappelle le théoréme suivant :

Sileréel gesttelque: —1 <g<1lona: lim ¢"=0.
n—-+o0o

Puisque 0 < e®~! < 1, par application du théoréme 2 avec g = e“ L ona:

Ve e[0;1]; lim (e(mfl))n =0

n—-+oo

Ce qui nous donne la limite de la suite (u,,) :

Ve e[0;1]; lim wu, = lim J:—i-(e(m_l)) =z

n—-+o0o n—-+oo

Partie C : aire sous les courbes C,,

Pour tout entier naturel n, on note A,, ’aire, exprimée en unité d’aire, du domaine situé entre I’axe des abscisses, la
courbe C,, et les droites d’équations respectives x — 0 et = 1. A partir des représentations graphiques, conjecturer la
limite de la suite (A,,) lorsque I’entier n tend vers + oo, puis démontrer cette conjecture.

e Conjecture.
Le domaine délimité par la courbe C,,, I’axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et z = 1 semble se rapprocher
de plus en plus d’un triangle rectangle isocele de coté 1.
On peut donc conjecturer que la limite de (A,,) est 0.5 unités d’aire.
e Preuve.
On a montré que les fonction f,, étaient positives et dérivables, donc continues et intégrables sur f .
Les fonctions f,, admettent des primitives sur cet intervalle.
22
— Une primitive de x — x est par exemple x — — ;

2
en(acfl)
- Une primitive de z — e ™(#~1) est par exemple z — —— ;
n
On a donc :
A= [ ryar
0
1
A, :/ (:L' + e"(z_l)) dz
0
A, = [ @ e ]1
2 n 0
q, =L enth 02 en®h
2 n 2 n
1 1 e
A, ==-+——
2 + n n
Or
oo 27" — lim |4, ==
lim —0 e 2

La limite de (A,,) est 0.5 unités d’aire.
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Exercice 4. Obligatoire : Complexes 5 points

Candidats n’ayant pas choisi I’enseignement de spécialité

S

- — 1
Le plan est muni du repere orthonormé direct (O, u, v ) On donne le nombre complexe j = — > + i7.

Partie A : propriétés du nombre j

1.

1.a. Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation 22 + 2z + 1 = 0.
L’équation 22 + z + 1 = 0 est une équation du second degré de la forme az? + bz +c=0avec:a=1;b=1; c= 1.
Le discriminent A = —3 < 0 donc elle admet deux racines complexes conjuguées.

_livB _ —1-iV3
B 2

21 t 290 =21 = 5

1. b. Vérifier que le nombre complexe j est une solution de cette équation.
Le nombre complexe j est une solution de cette équation car avec le notations de la question Al.,

. —1+ivB 1 V3B

=l 2 A

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe j, puis donner sa forme exponentielle.
Pour avoir la forme exponentielle de z; = :

1 V3 1
,_+1£ — (1)2+(\/§)2:1 :
2 2 2 ) 3 21w
1 V3 1 V3 —|lj=——+i—=c¢ 3
3ty T3y -
27r+, . 2w
= cos — + isin —
3 3
3. Démontrer les égalités suivantes :
3.a. 3=1;
2im\ ° 217

—Q 3 .
j3: e3 :eX3 :teﬂ—:lSH

3.b j2=-1-j
On a montré lors de la question Alb. que le nombre complexe j est une solution de 1’équation de la question Ala. donc :

PHitl=0<|i"=-1-j

4. On note P, Q, R les images respectives des nombres complexes 1, j et j2 dans le plan. Quelle est la nature du triangle
PQR ? Justifier la réponse. N
On va calculer les distances PQ, PR et QR dans le repere orthonormé direct (O, U, v )

e Pour PQ).

_§+i§
2 2

1 V3
BT A |
5 175

PQ=lzq—zpl=li-1]=

vI2_ 5

* 2
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e Pour PR.

PR: |ZR—ZP| = ‘jQ— 1’
Or d’apres la question A3b.on aj? = —1 — j donc :

PR=[-j—=2|=|j+2|

|
2—§+i§ -

PR = =
R 2

w
o
&

2 2

1
PR= 33+ =3

e Pour QR.
QR = |2r — 20| = |i* — ]|

Or d’apres la question A3b.on aj? = —1 — j donc :

1
QR:|—1—2j|:‘—1—2>< <—§+i\/7§>

QR:‘i\/g‘:\/g

e Onamontré que PQQ = PR=QR = V3, le triangle PQR est donc équilatéral.

Partie B

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes vérifiant ’égalité a + jb + j°c = 0. On note A, B, C les images respectives des
nombres a, b, c dans le plan.

1. En utilisant la question A-3.b., démontrer I’égalité : a — ¢ = j(c — b).

Lors de la question A-3.b. on a montré que : j2 = (—1 — j) donc :

a+jb+ifc=0=a+jb+(-1—j)c=0
<~ a+jb—c—cj=0

@‘a—c:j(c—b)‘

2. En déduire que AC =BC.
On vient de montré que :
a—c=jlc—b)

En passant au module dans cette égalité on a :
a—c=jlc=b)=la—cf=i(c-0)
la —c|=CA

ljl =1 d’apres la question A2. = |a — | = |j(c — b)| &= AC = BC
lilc=0b)|=1lj| x|c—=b=1x|c—bl=BC

On a donc montré que AC = BC.
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3. Démontrer Pégalité : a — b = j*(b — c).
Lors de la question B1. on a montré que : a — ¢ = j(¢ — b) <= a = ¢+ j(c — b) donc :
a—b=(c+jlc—"5))—b
—_———

a—b=c+jc—jb—0>
a—b=(1+jec—-(G+1)d
-2

Or de I’équation 1 + j 4 j* = 0 de la question Alb. on obtient : (1 +j) = —j

a—b=1+j)c—(1+]j)b

Soit

4. En déduire que le triangle ABC est équilatéral.

e On rappelle que le module de j est 1.
e De I’égalité de la question B3. on obtient en passant au module :

la—bl =[P —a)]=]j P x|b—¢
——

1

e On a montré lors de la question B2. que AC' = BC, donc ABC est équilatéral :

Soit

|AB = BC = AC|
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Spécialité 5 points

Candidats ayant choisi ’enseignement de spécialité

On dit qu’un entier naturel non nul NV est un nombre triangulaire s’il existe un entier naturel ntelque : N =142+ ...+ n.
On rappelle que, pour tout entier naturel non nul n, ona:

1
1+2+...+n:@ )

Partie A : nombres triangulaires et carrés d’entiers

1. Montrer que 36 est un nombre triangulaire, et qu’il est aussi le carré d’un entier.
Pour n = 8 dans la relation (1) on a
8(8+1) 8x9
2 2
Donc 36 est un nombre triangulaire et évidemment un carré car 36 = 62.

142+...48= 36

2. 2.a. Montrer que le nombre 1 + 2 4 ...+ n est le carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel p tel
que:n? +n — 2p? = 0.
Le nombre 1 + 2 + ... + n est le carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel ptel que : 1 +2 + ... +n = p?
or d’apres la relation (1) on a :

n(n+1)

5 =p?<=n’+n-2p*=0

142+4... +n=p* =

2.b. En déduire que le nombre 1 + 2 + ... + n est le carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel p tel
que: (2n +1)2 — 8p? = 1.
Par un développement on obtient :

2n+1)2 =8 =1l<=4dn’+4n+1-8p?=1<=n>+n—-2p>=0

Donc en utilisant le résultat de la question Al. :

142+, . . +n=p<=n’+n-2p"=0<= 2n+1)?> -8p* =1

Le nombre 1 + 2 + ... + n est le carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel p tel que : (2n + 1)2 — 8p? = 1

Partie B : étude de I’équation diophantienne associée
On considére (E) I’équation diophantienne : (E) : x2? — 8y2 = 1, ou x et y désignent deux entiers relatifs.
1. Donner deux couples d’entiers naturels inférieurs a 10 qui sont solution de (E).

e Lecouple (3;1)estsolutionde (E)car:32 —8x12=9 -8 =1.
e Lecouple (1;0) est solution de (E) car: (1) — 8 x 02 = 1.

2. Démontrer que, si un couple d’entiers relatifs non nuls (x ; y) est solution de (E), alors les entiers relatifs « et y sont
premiers entre eux.

[Théoréme 3 (Bézout, 1730-1883)]

Deux entiers naturels a et b sont premiers entre eux, si et seulement si,
il existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1.

Soit :

PGCD (a; b)=1<=3(u; v)€Z?; au+bv =1

Remarque : C’est le groupe Bourbaki qui donne vers 1948 le nom de Bézout a ce théoréme qui en fait est énoncé
et démontré par le mathématicien frangais Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) dans ses « Problemes
plaisans et délectables » publié en 1624. Bézout démontre lui une généralisation de ce théoréme aux polyndmes en
1764 dans un mémoire présenté a I’académie des sciences.
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Supposons que le couple (x ; y) soit solution de (E), alors :

(E)

2 -8t =1l=ax(x)+yx(-8)=1

De ce fait il existe deux entiers relatifs u = z et v = —8y tels que :

zu+yv=1

Le théoreme 3 dit de Bézout (Bachet) permet alors de conclure que les entiers x et y sont premiers entre eux.

Partie C : lien avec le calcul matriciel

3 8 !
Soit x et y deux entiers relatifs et la matrice A = (1 3) . On définit les relatifs x’ et y’ par 1’égalité : <:n ) =

1. Exprimer x’ et ¢’ en fonction de x et de y.

Soit

)-1(:)
2)-(5)C)
- ()
(5

2. Déterminer la matrice A1, puis exprimer x et y en fonction de =’ et y’.

e Calcul de I’inverse.

[Propriété 8 (Inverse d’une matrice carrée d’ordre 2)]

Soit une matrice A =

c

une matrice carrée d’ordre 2 non nulle.

Alors A est inversible si, et seulement si, me nombre (ad — be) est non nul et dans ce cas :

-1

1

d
ad —bec \ —¢

y

Iciona (ad —bc) =9 — 8 =1 # 0 donc A est inversible et

-1 _

T 9-8

1

2

J)-

2

-8
3

)

e Exprimons z et y en fonction de ' et ¢/'.

En multipliant & gauche par A~! dans 1’égalité matricielle de la question C1. :

(

T

Y

/

/

)= () =)=

=

3 -8
-1 3

)

3)

)
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Soit

y =-—2'+3y

{ x =3z —8y

3. Démontrer que (x ; y) est solution de (E) si et seulement si (z’ ; y’) est solution de (E).

e Le couple (x ; y) est solution de (E) si et seulement si (E) 22 — 8y? = 1.

D’apres les questions C1./C2.o0n a :

{x = (32" — 8y') et{x/ =3z + 8y
Yy

= (—2' +3y') y =x+3y

Donc :
2 -8y =1+= (32’ —8y)* —8(—2' +3y)? =1
= 92"% — 48z"y’ + 64y — 8(x"* — 62’y +9y?) =1
= 92/? — 482y + 64y’ — 8% + 48z"y — T2y% =1
— 92’ — 48ay + 64y’? — 8% + 48z"y — T2y"* =1
= (92 — 8z'%) + (482y' — 482"y') + (64> — 72y/*) =1

2

x/2 0 —8y

-8 =le=a? -8 =1

‘ (2 ; y) est solution de (E) si et seulement si (2’ ; y’) est solution de (E). ‘

4. On considere les suites (x,,) et (y,,) définies par o = 3, yo = 1 et, pour tout entier naturel n,

Tn41 — A Tn
y’n+1 Yn

On admet que, ainsi définis, les nombres x,, et y,, sont des entiers naturels pour toute valeur de I’entier 7.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, le couple (x,, ; y,) est solution de (E).
On rappelle qu’un couple (z,, ; y»,) est solution de (E) si et seulement si : 22 — 8y2 = 1.

Notons pour tout entier naturel n > 0 le postulat :

(Pn) : wi_Syizl

e Initialisation
Pour n = 0, le postulat (Fp) est vrai puisque :

ro=3;yo=1cet 22 -8yt =3>-8x12=1

o Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P,,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.

Tn+1 —A Tn
Yn+1 Yn

On va appliquer le résultat de la question C3. avec

Tpyr\ (2
Yn+1 Yy

— D’aprés I’hypothese de récurrence le couple (z, ; yyn) est solution de (E), donc d’apres la question C3., le couple
(2" ;5 ¥') = (Tnt1 5 Ynt1) est aussi solution de (E)
- Onaalors montré que z2 | — 8y2_; = 1 et donc que (P, 1) est vrai.

— Puisque
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e Conclusion
On a montré que (FPp) est vrai. De plus, si 1’on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il I’est aussi au rang suivant, (P, 11)
est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n > 0.

rr — 8yt =1

Partie D : retour au probleme initial

A Paide des parties précédentes, déterminer un nombre triangulaire supérieur 2 2015 qui est le carré d’un entier.
SiN =142+ .-+ n estun nombre triangulaire supérieur a 2 015 et également le carré d’un entier alors il vérifie :

N=14+2+...+n2>2015
1+2+...+n=p* < (2n+1)> —8p* =1 :Question A2b

De ce fait le couple (2n + 1 ; p) doit étre solution de (E) .

On utilise la suite de couples (z,, ; vy, ) définie dans la partie C. On obtient les valeurs suivantes en utilisant la relation :

n 3 8 n
zg=3;y=1etVneN : Tt [
Yn+1 1 3 Yn

On va noter I’indice de la suite n’ pour ne pas les mélanger.

1
n’ Tw | Y | (2n+15p) n | N= L"; ) _pe
0 3 (2n+1;p)=(3;1) 1 1=12
1 17 6| (2n+1;p)=(17;6) 8 36 = 62
2 99 35 | (2n+1;p)=1(99; 35) 49 1225 = 352
3 577 204 | (2n+1; p) = (577; 204) 288 41616 = 204>
4 3363 1189 | (2n+1; p) =(3363; 1189) 1681 1413721 = 11892
5 19601 6930 | (2n+1; p) =(19601; 6930) 9800 | 48024900 = 6 930>
6 | 114243 | 40391 | (2n+1; p) = (114243; 40391)
Ainsi :
e Exemple | :
-1
2n+1 =577 = 2Lkl = 288
P =204 p =204
nin+1)
N :1+2+...+288:Tz41616>2015
N =p?=204?
e Exemple?2:

2

-1

2n+1 =3363 n :&21681

—
P =1189 p =1189

1
N =142+, +1681="2FD

N =p?=11892

=1413721 > 2015
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