o» Corrigé du baccalauréat S Métropole 22 juin 2015 av

EXERCICE 1 6 POINTS
Partie 1

1. a. Soient cetd deuxréelstelsque0<c<d.

Par définition, P(c < X < d) = fcdf(x) dx = fcd e~ M = [_e—ﬂx]f
= —e M _ (—g7Ac) =|e A e M|

b. P(X >20)=0,05 < P0O<X<20)=0,95 < e A0 _g1x20 =
0,95 < 1-e 204 =0,95 < 7204 = 0,05 < —201=1n0,05 <

1= In0,05 :.
1

c. Onsait quel’espérance d'une loi exponentielle est E(X) = — =| 6,676 |.
quel'esp p (X)=~

Dans la suite de I'exercice on prend A =0,15.

d. PO X<20)=e 104 _ 200 — o-15 _ =3 5[0, 173].
e. P(X>18)=1-PO< X<18) =e 8 =27 2[0,067].

2. Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance 16 et
d’écart type 1,95.

a. P20<Y <21) :.

b. P(Y<1)u(Y>21)=1-P(11 <Y <21)=|0,010}|
Partie 2

1. Notons:
e R1'évéenement «le bon d’achat est rouge ».
VI'événement «le bon d’achat est vert »

T :1’événement « avoir un un bon d’achat de trente € ».

C :I’évenement « avoir un un bon d’achat de cent € ».

A :1'événement « avoir un un bon d’achat d’'une autre valeur ».

S : I'événement « avoir un un bon d’achat d'un montant supérieur ou
égal a 30 € ».

,Larbre correspondant est alors :

v T

autre montant

\j C
0,975 autre montant
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Correction du baccalauréat S A.P.M.E.P.

Ona: Pg(S) = PR(TUC) = pr(T) + Pr(C) = 0,015+0,010 =[ 0,025

2. P(S)=P(RNS+P(VNnS) =0,75%x0,067+0,25%0,025=0,0566 =| 0,057 |
Pour la question suivante, on utilise cette valeur.

3. La probabilité d’avoir un bon d'un montant supérieur ou égal a 30 €est
p=0,057.

. . 6
La fréquence observée est [ = — =0,03.
200 100

La taille de 1échantillon est n = 200.
Onan=200>30;np=11,4>5etn(l—-p)=188,6 >5.

On peut donc utiliser la formule donnant!'intervalle de fluctuation asymp-
totique au seuil de 95 %.

vp1—-p) \/

oo = | = 1,96 x = p+1,96 x ~\[o 024 ; 0,090] |

f =0,03 € I. Les doutes du directeur du magasm ne sont donc pas justi-
fiés au seuil de confiance de 95 %.

EXERCICE 2 3 POINTS
Commun a tous les candidats

Dans un repere orthonormé (O, I, J, K) d’'unité 1 cm, on considére les points
A0; =15 5),
B(2;-1;5),C(11;0; 1),D(11; 4; 4).

2

1. a. Unvecteur directeur de la droite (AB) estﬁé 0= 261.
0

La droite (AB) est donc parallele a I’axe (OI).

b. On a x¢c = xp = 11 donc la droite (CD) est incluse dans le plan 2?
d’équation .

c. (AB) est parallele a (OI) et (OI) est orthogonale au plan &2 donc (AB)
est orthogonale a 2.

Le point d’intersection E a des coordonnées (x ; y; z) qui vérifient
I’équation cartésienne de & et la représentation paramétrique de

P.
x=11
. . xX=1t
On doit avoir : y=-1 donc m
z=5
X =
d. Une représentation paramétrique de (AB) est { y=-1,teRet
zZ=5
x = 11
une représentation paramétrique de (CD) est{ y = 0,8¢ , e R.
z 1+0,6¢
t = 11
On résout le systtme{ -1 = 0,87 qui n’a pas de solutions,
5z = 140,61

car on trouve ¢’ négatif, donc 1 +0,6¢' <5.
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Les droites (AB) et (CD) ne sont pas sécantes.
11-1
2. a. M;N;[0,8¢+1]|donc M;N?=(11-1)%+(0,81+1)2+ (0,61 —4)2
0,6r-4
=121-22t+1*+0,64*+1,61+1+0,361* — 4,81+ 16 =
M,N? =2t*-25,2t+138)|,
b. M;N; est positif, donc est minimale quand son carré est minimal.

On considere la fonction f: ¢ — 2 t?—25,21+138; f estune fonction
du second degré; le coefficient de #* est 2. Le minimum est atteint

25,
pour ¢ = T =6,3.

La distance est minimale pour

EXERCICE 3 5 POINTS
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. SoitI'équation z> — 8z +64 =0.
A=64-4x64=-3x64<0.
L'équation a deux solutions complexes conjuguées :

8+iv/3 x 64
= STV RO 4443

z1=
Le plan co?nplexe est muni d’'un repére orthonormé direct (O; u ; V).
2. On considere les points A, B et C d’affixes respectives a =4 + 4ivy/3,
b=4-4iv3etc=8i. (figure a la fin de I'exercice)
a. |al = |4+4iv3| = 4]1+iV3| =4 x2=[8]
V3

1 o7 /A
On en déduita =38 (5 + 17) = 8e'3. Un argument de a est donc 3

etz =21 =|4—4iV3|.

b. On atrouvé a=8e'5 et b=a=8e '3,

c. lal =8;|b| = |E| = |al = 8 et |c| = |8i] = 8. Les points A, B et C sont
donc sur le cercle de centre 0 et de rayon 8.

d. Voir figure en fin d’exercice.

3. On considere les points A’, B’ et C' d’affixes respectives a’ = ae's, b’ = be's
iZ
etc' =ce's.
ST ST ST
a. b'=be's =8e7'3 xe'3 :.
- , ;
=lal =|8]car |[¢| = 1 pour tout 6 réel.

e'3

i
b. |d'| = ‘aeIB =|al x

arg(a’) = arg(aei%) = arg(a) +arg (ei%) = % n % - 2?”

Pour la suite on admet que @’ = -4 +4iv/3 et ¢’ = —4v/3 + 4i.
4. a. Onnote r, s et t les affixes des milieux respectifs R, S et T des seg-
ments [A'B], [B'C] et [C'A].
a+b -4+4iV3+4-4iV3 _[0]
2

Ona:r=
b'+c 8+8i
S= =

2 2
On a admis que £ =2—-2v3+i(2+2V3).

=4 + 4.
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b. Il semble que la figure que RST soit un triangle équilatéral.

o RS=|s—r|=|4+4il=4]1+il=|4V2|

o ST=|t-s|=|-2-2V3+i(-2+2V3)[=2|-1-V3+i(-1+V3)|

- \/(_1—\/§)2+(—1+\/§)2:2\/(1+2\/§+3+1—2\/§+3):2\/5
4v2

e RT=|t—r|=[2-2V3+i2+2V3)
=2[1-v3+i1+Vv3)|=2V1-2v3+3+1+2v/3+3=2V8
=|4v2|.

RS =ST = RT = 42 donc le triangle RST est équilatéral.

AC
,AL/ I~ A
1 /\;U<
L \ . —1\JS \
/ A\l \
/ \
= A %’
— -6 -4 -2 4 ¢
\ .
\ \ /
\ ) \ /
N . /
N
I~ o —1
EXERCICE 3 5 POINTS

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. On considere I’équation (E) a résoudredans Z: 7x -5y = 1.

a. 7x3-5x4=21-20=1donc (3;4) est solution de (E).

b. ¢ Lecouple (x; y) estsolutionde (E)donc: 7xx - 5xy =1
Le couple (3; 4) est solution de (E) donc: 7x3 — 5x4 =
Par soustraction membre 8 membre : 7(x=3) - 5(y—-4) =

donc 7(x —3) =5(y —4).

e Réciproquement, sile couple (x; y) esttel que 7(x—3) =5(y—4),
on peut dire que 7(x—3) —=5(y—4) =0 < 7x—-21-5y+20=
0 < 7x-5y =1, etdonc que le couple (x; y) est solution de
(E).
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* Donc le couple d’entiers (x; y) est solution de (E) si et seule-

mentsi7(x—3)=5(y—4).

c. * Soit (x; y) un couple d’entiers solution de (E), ce qui équivaut a
7(x—-3)=5(y—4).
7(x —3) = 5(y —4) entraine que 7 divise 5(y —4); or 7 et 5 sont
premiers entre eux, donc, d’apres le théoreme de Gauss, 7 divise
y —4. Donc il existe un entier relatif k tel que y —4 = 7k ce qui
équivauta y=7k+4 avec k € Z.

Comme 7(x—3) =5(y—4) et y—4 =7k, celaimplique que 7(x —
3) =5x 7k ce qui équivaut a x —3 =5k ou encore x =5k + 3.

. . x =5k+3
Donc i (x; y) est solution de (E), alors { V= Tk+4 oukeZ
* Réciproquement, sile couple d’entiers (x; y) est tel que

{ X = 5k+3 ouke Z, alors 7x -5y =7(5k+3)-5(7k+4) =

y =T7k+4
35k+21—-35k—20=1donc (x; y) est solution de (E).
* Donc les solutions entiéres de ’équation (E) sont exactement
les couples (x; y) d’entiers relatifs tels que
x = 5k+3
{ y =7k+4
2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des blancs. Sur les
25 jetons il y a x jetons rouges et y jetons verts. On sait que 7x -5y = 1.

ouke Z

D’apreés la question 1, on peut dire que x =5k +3 et y = 7k +4 avec k
entier relatif. Le nombre de jetons est un nombre positif, et ne doit pas
dépasser 25 qui est le nombre total de jetons dans la boite.
Pour k=0, x = 3 et y = 4; il peut donc y avoir 3 jetons rouges, 4 jetons
verts et 25 —3 —4 = 18 jetons blancs.
Pour k=1, x =8 et y =11; il peut donc y avoir 8 jetons rouges, 11 jetons
verts et 25 -8 —11 = 6 jetons blancs.
Les autres valeurs de k ne donnent pas de résultats répondant au pro-
bleme.
Dans la suite, on supposera qu’il y a 3 jetons rouges et 4 jetons verts.

3. Comme au départ c’est-a-dire pour n = 0, le pion est en A, on peut dire
que Xo=(1 0 0).
D’apreés le texte, on tire au hasard un pion dans la boite, donc il y a équi-
probabilité. Il y a 3 pions rouges sur 25 donc la probabilité de tirer un pion

rouge est 55 = 0,12. On calcule de méme la probabilité de tirer un pion

4 18
vert : 55 = 016 et la probabilité de tirer un pion blanc: 55 = 0,72.

On cherche la probabilité a,.; qu'al’étape n+ 1 le pion soit en A.

S’il était en A a I’étape n, il faut tirer une boule blanche pour qu'il y reste,
ce qui se fait avec une probabilité de 0,72. Comme il avait une probabilité
égale a a,, d’étre en A al’étape n, on retient 0,72a,,.

S’il était en B al’étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu'il passe en A,
ce qui se fait avec une probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité
égale a b,, d’étre en B al’étape n, on retient 0, 12b,,.
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S’il était en C al’étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu'’il passe en A,
ce qui se fait avec une probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité
égale a ¢, d’étre en C al'étape n, on retient 0, 12¢;,.
On peut donc dire que : a,+1 =0,72a, +0,12b, +0,12¢,.
On justifie de la méme facon b,,.; et ¢4 etl’'ona:
an+1 = 0,72a, + 0,12b,, + 0,12¢,
by,+1 = 0,12a, + 0,72b, + 0,16¢,
Cns1 = 0,16a, + 0,16b, + 0,72¢c,
ce qui donne sous forme matricielle
0,72 0,12 0,16
(@ne1 b cpa1)=(an bp c)x|0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72
0,72 0,12 0,16
s0it X,41 = X,TouT=(0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72

3 37 4
1o 110 11 1 0 o0
4. Onadmetque T=PDP lou P! = L 0 |letD=|0 0,6 0
1010 0 0 0,56
1 1 !
1 11
a. Onsaitque P = (P‘l)_1 ; on cherche donc a la calculatrice I'inverse
1 7 4
delamatrice P! etontrouve: P=|1 -3 4
1 -3 -7
b. Onva démontrer par récurrence sur n (n > 1) la propriété 2, : T" =

pp"p1.

e Onsait que T = PDP~! donc T = PD'P~! et donc la propriété
est vraie aurang n = 1.

* On suppose la propriété vraie a un rang p (p > 1), c’est-a-dire
TP =PDPPL; Cest I’hypothese de récurrence.
On veut démontrer que la propriété est vraie aurang p + 1.
TP = TP x T'; d’aprés '’hypothese de récurrence, TP = PD" P~}
et on sait que T = PDP~!. Donc TP*! = PDPP~! x PDP! =
PDPP~1PDP~! = PDP*1P~! et donc la propriété est vraie au
rang p + 1.

e Lapropriété est vraie aurang 1, elle est héréditaire, donc elle est
vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout n e N*, T" = PD"pPL,

1 0 0
c. La matrice D est une matrice diagonale; D" =0 0,6" 0
0 0 0,56"

On note &y, By, Yn les coefficients de la premiére ligne de la matrice T" ; ainsi
an Pn Yn
TV =1|... ... ...
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3 7 37-77x0,6"+40x0,56"
Onadmetquea,=—+—x0,6"et B, = .
10 10 110

5. Onrappelle que, pour tout entier naturel n, X,, = XoT".
an Pn Yn
Xn=XoT" < (an bp cp)=(1 0 0)x

< (an bn cn)=(an Bn vn)
Donc a;, = a, et b, = B,. Or comme a chaque étape, le pion est soit
en A, soiten B, soitenC, a, + b, +c,=1letdoncc,=1-a, - b, =

]. - an - ﬁn.
3 7 . n ) . ’
b. a,=—+—x0,6";0r-1<0,6<1donc lim 0,6" =0doul'on
10 10 n—+oo
déduit que nl_l)I_IFloo an = o’
37-77x0,6"+40x0,56" . n
b, == ;or—-1<0,56<1donc lim 0,56" =
110 n—-+oo
37
0 et comme lim 0,6” =0, on peut en déduire que lim b, = —.
n—+ n—+oo 110
. 3 37 4
c”:l_a”_b”doncnl—lﬂloocn_1_1_0_1_10_ﬁ'
3 33 . 37 4 40

c. lim a,=—=—; lim b,=——et lim ¢,=—=—
n—-+o0 10 110’ n—+c 110 n—+oo 11 110

Le sommet sur lequel on a le plus de chance de se retrouver apres un
grand nombre d’itérations est le sommet qui a la plus grande proba-
bilité au rang n; c’est donc le sommet C.

EXERCICE 4 6 POINTS

Commun a tous les candidats
Une municipalité a décidé d’instal-
ler un module de skateboard dans
un parc de la commune.

c’ Le dessin ci-contre en fournit une
perspective cavaliere. Les quadri-
lateres OAD'D, DD'C'C, et OAB'B
sont des rectangles.

D’ Le plan de face (OBD) est muni
d’un repere orthonormé (O, [, J).

Lunité est le metre. La largeur du
R module est de 10 metres, autre-
ment dit, DD’ = 10, sa longueur OD

est de 20 metres.

—

7
|

C

Le but dit probléme est de déterminer 'aire des différentes surfaces a peindre.

Le profil du module de skateboard a été modélisé a partir d'une photo par la
fonction f définie sur I'intervalle [0; 20] par

fX)=x+DIn(x+1)-3x+7.
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On note [’ la fonction dérivée de la fonction f et € la courbe représentative de
la fonction f dans le repere (O, [, J).

Partie 1

1. f=uln(w)+vavecu(x)=x+1letv(x)=-2x+7.

f est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables.
!/

f=u'In(u) + ux i+v’ avec u'(x) =let v'(x) = -3 d’ou f'(x) =1 xIn(x+
u

1
D+ (x+ 1)—+1 -3=In(x+1)+1-3donc| f'(x) =In(x+1)-2|
X

2. fl0)=0 <= In(x+1)=2 < x+1-€®> < x=e?-1.
f'(x)>0 < In(x+1) >2 < x+1 > e? (croissance de la fonction exp)
d’ot1 x > e2-1.

On en déduit le tableau de variation de f :
x [0 e’ -1 20
o] - 0 +
7 f(20) = 10,93

fx) \

3. fl(0)=1In(1)-2=[-2]

La valeur absolue de ce coefficient est appelée I'inclinaison du module de ska-
teboard au point B.
4. On admet que la fonction g définie sur I'intervalle [0; 20] par

(x) = 1(x+ D?In(x + 1)—lx2—1x
EX=5 4 2

a pour dérivée la fonction g’ définie sur 'intervalle [0; 20] par
g'(x) =(x+1Inx+1).

g estdonc une primitive de x — (x+ 1) In(x + 1).
2

3x
Une primitive de x — 3x—7 est x — - +7x.

une primitive de f est donc définie par:

F(x) =g(x) 3xz+7x—1(x+1)21n(x+1) Le 1, 3x2+7x—
8 2 2 47 27 2 B
1 ) 7x* 13

—(x+1D)In(x+1)——+—x|

2 4 2

Partie 2

Les trois questions de cette partie sont indépendantes

1. Les propositions suivantes sont-elles exactes ? Justifier les réponses.

P, : La différence entre le point le plus haut et le point le plus bas de la
piste est f(20) — f (e*—1) ~ 10,93 - 2,6 ~ 8,3 > 8 donc P, est vraie;

P, : Linclinaison en B est 2. Linclinaison en 20 est f'(20) = In(21) —2
~ 1,04, donc P, est vraie.
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2. f est continue, donc la face avant, en unités d’aire, vaut
o = [2° f(x) dx = F(20) - F(0).

21%1n21 4411n21
F(21) = T—7oo+13o: ————— 570
F(0)=0.

o 4411n21
On en déduit | o7 = — -570=~101,3]|

Laire latérale gauche vaut /> = o/ (OAB'B) = .

Laire latérale droite vaut s#3 = o/ (DD'C'C) =| 10 (20) == 109,3 |

L'aire a peindre en rouge est donc «f = 24f] + o + o3 =|381,9 m?|.
81,9

~[77]

3
Le nombre de litres de peinture a prévoir est

3. On souhaite peindre en noir
la piste roulante, autrement dit la
surface supérieure du module.
Afin de déterminer une valeur ap-
prochée de l'aire de la partie a
peindre, on considere dans le re-
pere (O, I, J) du plan de face, les
points By (k ; f(k)) pour k variant
de 0 a 20.

Ainsi, By = B.

a. BiBis1 = \/12+ (flk+1)—f(k)* = \/1 +(flk+1) - f(K)*|

b. La partie de l’algorithme a compléter est :

S prend la valeur 0.

Pour K allantde 0 a 19

S prend la valeur S + 10\/1 +(flk+1) - f(k))?
Afficher S
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