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EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 6 points
Partie A

Une boite contient 200 médailles souvenir dont 50 sont argentées, les autres dorées.
Parmi les argentées 60 % représentent le chateau de Blois, 30 % le chateau de Langeais, les autres le
chateau de Saumur.
Parmi les dorées 40 % représentent le chateau de Blois, les autres le chateau de Langeais.
On tire au hasard une médaille de la boite. Le tirage est considéré équiprobable et on note :
ATlévenement «la médaille tirée est argentée »;
D1'évenement «la médaille tirée est dorée »;
Blévenement «la médaille tirée représente le chateau de Blois »;
LT'événement « la médaille tirée représente le chiateau de Langeais » ;
S1'évenement «la médaille tirée représente le chateau de Saumur ».

1. On peut représenter les données de I'exercice sous forme d'un arbre pondéré :

60 B
100

30

100

Ll

10
100 S

40

—

100

a. Lévénement «la médaille tirée est argentée et représente le chateau de Langeais » est AN L.

P(ANL)=P(A) x Pa(L) 1,03
= X = = X — = —
YT 47100 40
b. On cherche P(L); d’apres la formule des probabilités totales :
P(L)=P(ANnL)+P(DNL)=P(A)x Ps(L)+ P(D)x Pp(L) = 3 + 3 X 60 _3 + 18_21
B - 4 PP 720747 100 20 T 20 40
c. Sachant que la médaille tirée représente le chateau de Langeais, la probabilité que celle-ci soit

B

= w

D

dorée est Pr(D) :
6 18
P(DNL) 21770 a0 18 6
P D= = = — = — = —
1D =50 21 21 21 7
40 40

2. Iln'y a pas de médaille dorée représentant le chateau de Saumur donc la probabilité que la mé-
daille tirée soit argentée sachant qu’elle représente le chateau de Saumur est de 1.
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Partie B

Une médaille est dite conforme lorsque sa masse est comprise entre 9,9 et 10,1 grammes.
On dispose de deux machines M; et M, pour produire les médailles.

1. Apres plusieurs séries de tests, on estime qu'une machine M; produit des médailles dont la masse

X en grammes suit la loi normale d’espérance 10 et d’écart-type 0, 06.
On note C I'évenement « la médaille est conforme ».

La probabilité qu'une médaille soit confgrme est P(C) = P(9,9 < X £ 10,1) et la probabilité
qu'une médaille soit non conforme est P(C) =1—-P(C).

D’apres la calculatrice, P(C) = P(9,9 < X <10,1) = 0,904. Donc P(C) ~0,096.

2. Laproportion des médailles non conformes produites par la machine M; étant jugée trop impor-
tante, on utilise une machine M, qui produit des médailles dont la masse Y en grammes suit la
loi normale d’espérance p = 10 et d’écart-type .

. . e ., Y-10
a. Soit Z la variable aléatoire égale a .
o
D’apres le cours, on peut dire que la variable Z suit la loi normale centrée réduite.
b. Cette machine produit 6% de piéces non conformes, ce qui veut dire que P(C) = 0,06.
Une médaille est non conforme si (Y < 9,9) ou (Y > 10,1); la variable aléatoire Y est de
moyenne 10 donc, par symétrie, P(Y <9,9) = P(Y > 10, 1).
> 0,06 )
Il faut donc chercher 'écart type o pour que P(Y <9,9) = — autrement dit pour que P(Y <
9,9) =0,03.
A P0,94
0,03 P 0,03
9,9 10 10,1 "
Y-10 9,9-10 -0,1
Y<99 «— Y-10<9,9-10 < < <——caro >0
o o o
DoncP(Y <9,9)=0,03 < P (Z <= ) =0,03 ol Z suit la loi normale centrée réduite.
o
On cherche S tel que P(Z < ) = 0,03 a la calculatrice, et on trouve = —1,8808.
0,1
Donc —— =-1,8808 <= 0 = 0,053
o

Pour que la machine M produise 6 % de pieces non conformes, il faut que o = 0,053.

EXERCICE 2 Commun a tous les candidats 3 points

On considere les fonctions f et g définies sur I'intervalle [0; 16] par

fx)=In(x+1) et g(x) =In(x+ 1) +1—cos(x)

Dans un repere du plan (O, 1, 7), on note €y et Gy les courbes représentatives des fonctions f et g.
Ces courbes sont données en annexe 1.

Pour tout x, cos(x) < 1 donc 1 - cos(x) > 0; on en déduit que g(x) > f(x) pour tout x de [0; 16].

On cherche les abscisses des points A et B; comme ce sont des points d’intersection des courbes € et
6, ces abscisses sont solutions de I'équation f(x) = g(x) :
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f)=gx) < In(x+1)=In(x+1)+1-cos(x) < cos(x)=1 < x=k2rmraveckeZ
Les solutions de I'équation f(x) = g(x) dans [0; 16] sont 0, 27 et 47.

On en déduit que xa =27 et xg = 47.

Comme sur [0; 16], g(x) > f(x) :

XA 2
* laire de la surface 1 est donnée par </ =f [g(x) - f(x)] dx =f [g(x0) - f(x)] dx
X0 0

XB 47

g0~ f0) dx= [ [g00- f] dx
XA 2m
g(x) — f(x) = 1—-cos(x) qui a pour primitive x — x —sin(x). Donc:

o of =[x— sin(x)](z)” =27 —sin(2m)] — [0 —sin(0)] =27

o ofp = [x—sin(x)]3" = [47 —sin(4m)] — (27 — sin(27)] = 4w — 27 = 27

¢ J'aire de la surface 2 est donnée par </, = f

Les deux surfaces hachurées sur le graphique ont donc la méme aire égale a 27.

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 6 points

Dans le repere orthonormé (O, 7, 7, k ) de l'espace, on considere pour tout réel m, le plan P,, d’équa-

1 1
tion Zm2x+(m—1)y+ 5mz=3=0.

1 1
1. LepointA(1;1; 1) appartient au plan P, si et seulement si ZmzxA+ (m—=1ya+ EmzA—?) =0 =

1, 1 1, 3 2
Zm +(m—1)+§m—3:0<=> Zm +5m—4:0<=> m-+6m-16=0

—-6+10 "
=2etm
2 2

A =36+ 64 = 100 donc cette équation admet 2 solutions m' =

Le point A appartient au plan P, pour m =2 ou m = —8.

2. Le plan P, a pour équation ix+ %z—s =0ouencore x+2z—12=0.
Le plan P_, a pour équation 4x—-5y—2z—-3 =0.
On cherche l'intersection de ces deux plans :
x+2z-12 =0 x = 12-2z X
{ 4x-5y—-2z-3 = 0 { —5y = —4(12-22)+2z+3 {
— { X 12-2z { x =12-2z
-5y -45+10z y = 9-2z

12-2z

_—6-10 _

-5y = —48+8z+2z+3

En posant z = ¢, on peut dire que les plans P; et P_4 sont sécants selon la droite (d) de représen-

x = 12-2¢
tation paramétrique{ y = 9-2f avec feR
z = t
3. a. Leplan Py a pour équation —y —3 =0.
Pour déterminer I'intersection du plan Py et de la droite (d), on résout le systéme :

x = 12-2¢ x = 12-2¢ x = 12-2¢ x =0

y = 9-2t -3 = 9-2¢ r=6 y = -3
— — A —

z = t z =1 z =1 zZ =6

-y-3=0 y=-3 y=-3 r=26

Lintersection du plan Py et de la droite (d) est donc le point B (0; —3; 6).

b. Le plan P,, a pour équation im2x+ (m-1)y+ %mz -3=0.
On regarde si les coordonnées du point B vérifient 'équation du plan Py, :
im2x3+(m— Dys+ %sz—3=0+(m—1)(—3)+ %m x6—-3=-3m+3+3m—-3=0

Donc le point B appartient au plan P,,, quelle que soit la valeur du réel m.
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C.

Soit H (a; b; ¢) un point qui appartient au plan P, pour tout réel m.
Cela signifie que les coordonnées du point H vérifient I'équation du plan pour tout réel m :
im2a+ (m-1b+ %mc—?) =0
On donne a m des valeurs particulieres :
e Pour m =0, on obtient -b—3 =0 donc b =-3.
e Pour m=2,onobtienta+(2-1)(-3)+c—-3=0, soit a+c =6.
* Pour m=-2,onobtient a+(-2-1)(-3)-c—-3 =0, soita—c=—6.
a+c =6 {:){Za =0(:){a=0
a-c = -6 a+c =6 c =6
Le point H a donc pour coordonnées (0; —3; 6) donc c’est le point B.

On résout le systéme {

Le point B est 'unique point appartenant a tous les plans P, quelle que soit la valeur de m.

4. Dans cette question, on considere deux entiers relatifs m et m' tels que

—10<m<10et-10< m' <10

On souhaite déterminer les valeurs de m et de m' pour lesquelles P, et P, sont perpendicu-
laires.

a.

C.

Le plan P; a pour équation x + 2z — 12 = 0 donc pour vecteur normal ;1 (1;0;2).

Le plan P_, a pour équation 4x—5y —2z — 3 = 0 donc pour vecteur normal ;_4 (4;-5;-2).

ni1.n_4=1x4+0+2x(-2) =0donc les vecteurs sont orthogonaux.
Les plans P; et P_4 sont donc perpendiculaires.

1 1
Le plan P, a pour équation 2 m?x+(m-1) y+ > mz—3 =0 donc pour vecteur normal

i (i m=ti 3m)
ni|-m;m-1;-mj.
4 2

1 1
Le plan P, a pour équation Zm’zx +(m -Dy+ Em’z —3 = 0 donc pour vecteur normal
-, (1 1
n' (—m’z; m —=1; —m’).
4 2
les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogo-
naux :

—

- - — 1 1 1 1
PylPy<—nln < nn'=0< me Zm’+(m—1)(m’—1)+5mx Em’zO

mm'\* , mm’
— +(m-1)(m'-1)+ =0
On donne l'algorithme suivant :
Variables : m et m' entiers relatifs

Traitement: Pour m allantde —10a10:
Pour m’ allantde —1024 10 :
Si (mm')* +16(m—1) (m' =1) +4mm' =0
Alors Afficher (m; m')
Fin du Pour
Fin du Pour

Cet algorithme affiche tous les couples (m; m') d’entiers compris entre —10 et 10 pour les-
!/ !/

2 !/ mm ) N .
+(m-1)(m'-1)+ - 0, c’est-a-dire pour lesquels les plans P, et P,,» sont

mm
quels (
perpendiculaires.
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d. Cet algorithme affiche six couples d’entiers dont (-4 ; 1), (0; 1) et (5; —4).
Le nombres m et m' jouant le méme role, les autres couples seront (1; —4), (1; 0) et (—4; 5).

Les six couples seront affichés dans cet ordre :
(=4;1;(=4;5);0;1D;0;-49;1;0;(5; -4

EXERCICE 4 Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité 5 points

On consideére les nombres complexes z,, définis, pour tout n, par zp =1 et 2,41 = |1+ 1?J Zn.

On note A, le point d’affixe z,, dans le repére orthonormé (O, u, v ) de l'annexe 2.
Lobjet de cet exercice est d’étudier la construction des points A,,.

V3P, (v 4 V3l 2 V3 2 (V3 1
1. a. [1+i—| =1°+|—]| ==donc|l+i—|=—;14+i—=—|—+i=
3 3 3 3173 3 312 2
V3
cosl = — s
On cherche 6 tel que 12 donc6:6+k2n (kez)
sinf = —
2
V3 2
Onadoncl+i— =—e's.
3 V3
3 3 3 2
b. z; = 1+i£ zZo = 1+i£ x1=1+i£=—e‘€
3 3 33

o)

[
wlx

Zp =

V3 , V3] 2 i
l1+i—|z1=|1+i—|x|l14+i—]|=——e'6 x
3 3 3 3

I
I
TS
@

Cy 4

. s 2\"
2. a. Soit P, la propriété an(ﬁ) el
21\0 . .
. PournzO:zozlet(—) e*9*5 = 1; donc Py est vraie.
V3

2 .
* On suppose P), vraie pour p > 0, c’est-a-dire zj, = (ﬁ) e'Ps

2 2V . 2 \P+l 1
zp+1=(1+i§)zp=—e1€x(—) e"’gz(—) ellPtls

V3 V3 V3

» La propriété es vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout 7 > 0.

. 2\" iz
Pour tout entier naturel n, z, = [—| e's.
V3

b. Les points O d’affixe 0, et Ag d’affixe zp = 1 sont situés sur 'axe des réels; donc les points O,
Ap et A, sont alignés si le point A, est sur I'axe des réels, autrement dit si son affixe est réelle,

donc si son argument vaut kr avec k € Z.
T . . T c s N
Un argument de z,, est n— ; on doit donc avoir : ng = km ce qui équivaut a n = 6k.
Les points O, Ag et A, sont alignés si n est un multiple de 6.
3. Pour tout entier naturel n, on pose d; = |z,+1 — znl-

a. dj =|zu+1 — znl donc dj, représente la distance entre les points Ay, et Ap+1 : dn = ApnAn+1
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V3 V3l V3
b. dy=z21—-z0=|1+i—-1|=|i—|=—
3 3 3

V3

c. Pourtoutn Znt+2 = 1+1? Zn+1
V3
Znel = |1+1i— ]z,
3
. V3
Par soustraction 2z;+2—2zu+1 = 1+1? (Zn+1— 2n)

d. On en déduit que :
2
X |zps1 = 2pl = —=dp

V3

V3
On sait que dy = 5 donc on peut dire que la suite (d,) est géométrique de premier terme

Ans1 =zps2 = zps1l =

V3
(1+i? (Zn+1—2zn)| =

3 2
do = £ et deraison g = —.
3 V3

2 n
—) pour tout n.

V3

D’apres les propriétés des suites géométriques, d,, = dp x q" =
4. a. D’apres les questions précédentes, pour tout 7 :
2 no T 2 n s 2 n 2 n 2 2n
[5) i3] <1t = (55) 2= (5 aomerai = ()
V3 V3 V3 V3 V3

n+1
De méme |z;,41] = (—) donc

V3
22 = ((%)1)

|znl =

R ;( i
o3 o (3] (S (-5

2nl? + 2 = (i)zn ‘e (i)zn - f (i) = lznnl
"3 3\V3 3\v3
b. On sait que |z;+1]1 = OAn+1, qQue |z, = OA, et que d, = A Apsl
Donc |zp+11% = |2nl? + d? équivaut a OA2, | = 0A% + A, A |
D’apres la réciproque du théoréeme de Pythagore, le triangle OA, A,,+1 est rectangle en A,,.

c. Voir construction de As en annexe.

d. e« Letriangle OA4 A5 est rectangle en A4 donc le point As est sur la droite d perpendiculaire
a (OA4) passant par As4. On trace cette perpendiculaire d comme médiatrice du segment
ayant pour extrémités deux points i et j de la droite (OA4) symétriques autour de Ay. (voir
la figure)

57 3n —_— —
e z5 a pour argument 3 et z3 a pour argument 3 ; donc I'angle (OAg , OAs ) a pour me-
/2
sure 3 On trace donc le triangle équilatéral direct OA3 A} etle point A5 appartient a (OA3).

Le point As est a l'intersection des droites d et (OAY).
On peut également construire ce point As a I'intersection de la droite (OA3) et du cercle de
diametre [O Ag].
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EXERCICE 4 Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points

Les parties A et B peuvent étre traitées de maniere indépendante

Partie A

Afin de crypter un message, on utilise un chiffrement affine.
Chaque lettre de I'alphabet est associée a un nombre entier comme indiqué dans le tableau ci-dessous :

A|B|C|D|E|F|G|H|T|J|K|L{M N|{O|P|Q|R|S|T|U|V| W X|Y|Z
012 |3|4|5|6|7]|8|9] 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18] 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25

Soit x le nombre associé a la lettre a coder. On détermine le reste y de la division euclidienne de 7x +5
par 26, puis on en déduit la lettre associée a y (c’est elle qui code la lettre d’origine).

1. Lalettre L correspond a x =11; 7 x 114+ 5 = 82 qui a pour reste 4 dans la division par 26.
Le nombre 4 correspond a E donc la lettre L est codée E.
2. a. Soit k un entier relatif; k= 7x [26] = 15k =15 x 7x [26]
Or15x7=105=4x26+1 donc 105 =1 [26] et 105x = x [26]
Donc k=7x [26] = 15k = x [26]
b. Soit k un entier relatif; 15k = x [26] = 7 x 15k = 7x [26]
Or,onavuque7x15=105=1 [26] donc 105k = k [26]
Donc 15k = x [26] = k=7x [26]
On a donc démontré que : 15k = x [26] < k =7x [26]
C. y=7x+5[26] < y-5=7x[26]
< 15(y—-5)=x[26] voir question précédente avec k =7y -5
<~ 15y—75=x [26]
Or —75=26 x (=3) +3 donc —75 =3 [26] et donc 15y — 75 = 15y + 3 [26]
On en déduit que 15y — 75 = x [26] <= 15y +3 = x [26] et donc que
y=7x+5[26] < 15y +3 =x [26]
3. D’apres les questions précédentes, pour décoder une lettre, on cherche a quel nombre y elle
correspond, puis on détermine x entre 0 et 25 tel que y = 7x+5 [26] donc tel que x = 15y + 3 [26].
La lettre F correspond a y =5; 15y + 3 = 78 qui a pour reste 0 dans la division par 26.
Le nombre 0 correspond a la lettre A donc le décodage de la lettre F donne la lettre A.

Partie B

On consideére les suites (a;) et (by) telles que ag et by sont des entiers compris entre 0 et 25 inclus et
pour tout entier naturel n, a,+1 =7a, +5 et by41 =15b, +3.

. o 5 . D
Soit P, la propriété : a, = ao+g x 7" ——

6
5\ o 5 5 5 e
e Pourn=0,(ay+=|x7"—==ay+—=——==apy; donc P, est vérifiée.
6 6 6 6
e N 5 5
* On suppose la propriété vraie au rang p > 0; c’est-a-dire a, = ao+g ><7’”—E
5 5 5 5 5 35 30
ap+1=7a,+5=7 (a0+—)x7p—— +5=(a0+—)><7”+1—7x—+5= ag+=|x 7Pt - = 4+ —
6 6 6 6 6 6 6

6
Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

:(a0+§)x7p+1__
6
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¢ La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n > 0.

3
x 15" — —

3
by + — .
0 14

On admet pour la suite du probleme que pour tout entier naturel n, b, = 12

Partie C

Déchiffrer un message codé avec un chiffrement affine ne pose pas de difficulté (on peut tester les 312
couples de coefficients possibles). Afin d’augmenter cette difficulté de décryptage, on propose d’utiliser
une clé qui indiquera pour chaque lettre le nombre de fois ou on lui applique le chiffrement affine de la
partie A. Par exemple pour coder le mot MATH avec la clé 2-2-5-6, on applique « 2 » fois le chiffrement
affine ala lettre M (cela donne E), « 2 » fois le chiffrement a la lettre A, « 5 » fois le chiffrement a la lettre T
et enfin « 6 » fois le chiffrement a la lettre H. Dans cette partie, on utilisera la clé 2-2-5-6.

On veut décoder la lettre Q dans le mot IYYQ.

Premiere méthode

On cherche une lettre qui codée 6 fois de suite donne la lettre Q. Autrement dit, il suffit de décoder 6 fois
de suite la lettre Q pour obtenir le résultat demandé.

lettre y 15y +3 | reste x | lettre
Q 16 243 9 J
J 9 138 8 I
I 8 123 19 T
T 19 288 2 C
C 2 33 7 H
H 7 108 4 E

Donc la lettre Q se décode en E.

Deuxieme méthode

On peut utiliser les résultats de la partie B.

On doit appliquer 6 fois la fonction x — 15x + 3 successivement au nombre 16 (correspondant a Q),
puis a son image, puis a I'image de I'image, etc.

On cherche donc, avec les notations de la partie B, le nombre bg sachant que by = 16.

3 s 3
be=[16+ — | x 15% — = = 184690848
14 14

Le reste de la division de 184 690 848 par 26 est 4 qui correspond bien a E.

Remarque
Le mot IYYQ se décode en CODE par le processus détaillé dans la partie C.
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