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Exercice 1 4 points

Commun a tous les candidats

1. a) Le triangle AIE est rectangle en I. Par le théoreme de Pythagore, on en
déduit EI? = AE*> — AI”.
D’autre part, [AC] est une diagonale d'un carré de coté 1 et I est son mi-

AC 2
lieu. On adonc AI = - = £

2
1 1
Finalement, EI? = 12— 5= ce qui donne
2
pro Y2
2

O NI =
N—

I étant le centre du carré ABCD, ses coordonnées sont [ (

1
D’autre part, E =]E x Z—IZ, ce qui donne E %
V2
2

1
i

Par un argument similaire, on trouve F | 3
—V2
2

b) Ici, il suffit de montrer qu’il est orthogonal a deux vecteurs de base du

plan (ABE).
1

1

On choisit les vecteurs AB (0) et AE % et on vérifie:
0 V2

B

- - = (1 )
AB -n =0et AE -n :(E)X(_2)+ v2

—)x 2=-1+1=0
2

Ainsi, le vecteur ; est normal au plan (ABE).

¢) On connait déja un vecteur normal : n . On sait qu’il existe un nombre a
tel qu'une équation cartésienne de ce plan s’écrit

—2y+\/§z+a=0

Comme A appartient au plan, on en déduit -2 x 0++v/2 x 0+ a = 0, ce qui
donne a = 0. Finalement, une équation cartésienne du plan est :

—2y+\/§z=00u —y\/§+z=0

2. a) On va prouver que le vecteur 7 est également normal au plan (FDC) en
utilisant deux vecteurs de base de ce plan.

1
1 2
On calcule par exemple, DC (0) et DF | 5 |.On vérifie la encore :
0 -v2
2

— — — — -1 -2
DC -n =0etDF -n =(7)x(—2)+( \/—)x\/izl—lzo
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b)

c)

Les plans (ABE) et (FDC) ont un vecteur normal commun, ils sont donc
paralleles.

(EMN) coupe les plans (ABE) et (FDC) en deux droites paralleles.

On en déduit que la droite correspondant a I'intersection de (EMN) et
(FDC) est dirigée par le vecteur NE et passe par M.

On peut donc déterminer une équation paramétrique de cette droite en
0

calculant NE % et M
V2 —v2
2

On obtient ainsi I'équation paramétrique de cette intersection.

N Qlulslo-»l»—‘

X =
y =

Z =

reR

N [SSYNTS
D=

=<
N~

+
+

S

5 L

On a appelé Q l'intersection du plan (EMN) avec I'aréte [AF] et P l'inter-
section de ce méme plan avec I'aréte [DC].

D’apres ce qui précede (MP) et (EN) sont paralleles; ce qui permet de
construire le point P.

Par des arguments semblables, on peut prouver que les plans (ABF) et
(EDC) sont paralleles, ce qui entraine le parallélisme des droites (NQ) et
(EP) et permet ainsi de construire le point Q.

Lintersection est ainsi le pentagone ENQMP dont les cotés [EN] et [MP]
sont paralléles ainsi que les cotés [NQ] et [EP].

Exercice 2 4 points

Commun a tous les candidats

Partie A

1. Lexpérience constitue un schéma de Bernoulli de parameétres n =20; p =

1
3

En effet, les lancers sont indépendants et, pour chaque lancer, la probabilité

1
d’envoyer a droite vaut > si I'on se fie au manuel. Le nombre X de balles

1

envoyées a droite suit donc une loi binomiale de parametres n =20; p = —..

2

ATaide de la calculatrice, on obtient une probabilité de

P(X=10)=0,176

d’avoir exactement 10 balles a droite.

2. Ici, avec les mémes notations, on calcule

Partie B

PLBLX<K10)=P(X<10)-P(X <4)=0,582|

On vérifie les conditions d’application du calcul de 'intervalle asymptotique de fluc-
tuation des fréquences :

¢ le nombre n de répétitions est supérieur a 30.

e np=100x0,5=50>5etn(l-p)=100x0,5=50>5 ou p désigne la proba-
bilité d’envoyer a droite a chaque lancer.
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On calcule I'intervalle asymptotique de fluctuation a 95% de la fréquence des balles
envoyées a droite :

1- 1-
0,5-1,96 u;0,5+1,96 u =[0,402; 0,598]
\/ n \/ n
. 42 . :
La fréquence observée — = 0,42 est bien dans cet intervalle. On n'a donc pas de

raison de remettre en cause |'affirmation du fabricant.

Partie C

On note L I'événement «la balle est liftée » et D 'événement «la balle est envoyée a
droite ». o
A partir des données de 'énoncé, ona P(LN D) =0,24 et P (L | D) =0,235.

Ici, on cherche P;(D). Commencons par calculer P(Z) a l'aide de la formule des
probabilités totales :

p(z)=P(LnD)+P(LnD)
Il nous faut ainsi déterminer P (I_; N D) mais on sait, toujours d’apres la formule des

probabilités totales, que P(D) = P (I_; N D) + P(Ln D). On obtient ainsi :
P(EnD) = P(D)-P(LND)=0,5-0,24 = 0,26
Ce qui donne donc:

p (I) =0,26+0,235 = 0,495

Et, finalement :

P(ImD) 0%

Py = p(z) T 0,495

Exercice 3 4 points

Commun a tous les candidats

Partie A

1. On peut utiliser ici les fonctions associées en considérant la décomposition
algorithmique suivante de la fonction f :

1
I1+el™*

1-x X

x—l—-x—e —1+el ™

Quels que soient u et v de I'intervalle [0;1] tels que u < v, on a

0Su<rv<l>-1<-v<-u<0=>0<1-v<l1-ux<l

Or la fonction exponentielle est strictement croissante donc
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Et par suite

2<1+e 7V <1+el 4 <1 +e

Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur ]0; +oo[, on en
déduit :

1 1 1 1 1
< <o, s0it — < f(u) < f(v) <
l+e l+el~¥ 1+el-v 72 1+e\f( )<<

N | =

Ainsi, la fonction f est strictement croissante.
Bien siir, on pouvait aussi dériver f pour prouver ce résultat!

2. On «force » la factorisation par e™* au dénominateur. Pour tout x de [0; 1] :

fx)

e~ X (ex + el—x+x)

e‘+e

3. Lécriture précédente permet de déterminer une primitive de f.

En effet, 1a dérivée de x — e* + e est x — e* et on reconnait donc que f est la
dérivée de x — In(e* +e). On a donc

folf(x) dx=[In(e*+e)];
= ln(e1 +e)-In(1+e)
=In(2e)-In(1+e)
=1In(2) +In(e) —In(1 + e) (d’apres les propriétés du logarithme)
=In(2)+1-In(1+e)

Partie B

1. Un peu de calcul montre que fj est la fonction constante égale a 1. On a tracé
cette fonction en annexe.

2. Pour tout x et pour tout entier naturel n, on a 1+ nel™* > 1 car la fonction
exponentielle prend des valeurs strictement positives. En particulier les f;,
sont des fonctions strictement positives.

u;,, correspond donc a I'aire du domaine délimité par :
e la courbe 6,
 l'axe des abscisses
e les droites d’équations x=0et x =1

3. Ces domaines semblent «rétrécir » quand n augmente. On conjecture donc
que u est décroissante.
Pour tout n entier naturel et pour tout x, on vérifie 0 < nel™ < (n+1)e!*

car e! ~* est un nombre strictement positif. On obtient donc

1<1+nel™ <1+ (n+1)e! *. Et comme la fonction inverse est strictement
décroissante sur ]0 ; +oo[, on en déduit :
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fn(x) > fur1(x)

En raison des propriétés de I'intégrale, on obtient bien :

1 1
fofn(x)dx>f0 frnr1(x)dx

Cela confirme la conjecture émise : u est strictement décroissante.

4. La suite étant décroissante, elle admet forcément une limite : un nombre ou
bien —oo.
Nous allons maintenant préciser qu’il s’agit d'un nombre.
Pour tout n, u, est positif car c’est I'intégrale d’'une fonction positive sur
[0; 1]. La suite u étant a la fois minorée par 0 et décroissante, le théoreme de
convergence monotone entraine 'existence d’'une limite finie pour la suite
u.

Exercice 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Affirmation 1:

Ici, on ne connait pas I'écart-type o. Il faut d'une maniére ou d'une autre le déter-
miner.

On peut remarquer que 0,34 est la moitié de 0,68 et, ainsi, I'intervalle [20; 21, 6]
correspond a [y; g+ o]. On a donc o = 21,6 —20 = 1,6. La probabilité recherchée
s’obtient a la calculatrice et vaut P(X > 23,2) = 0,0228.

Laffirmation est donc fausse.

Une autre maniére de retrouver o consistait a centrer-réduire X. En effet, on avait
I'équivalence :

X-p
X €[20; 21,6] <

€

1,6]
0; —
o

Il fallait ensuite raisonner sur la loi normale centrée réduite et utiliser ses propriétés
de symétrie pour retrouver o par inversion de la fonction de répartition.

Affirmation 2:
liz]

OnalZ|=1 < W =1 < |z| =|z—2|. Onreconnait ici la condition d’appar-
z—

tenance a la médiatrice du segment [OB] avec B ((2)) le point d’affixe 2.

En particulier, A, qui est le milieu de [OB], appartient bien a cette droite.
Laffirmation est donc vraie.

Affirmation 3 :

Pour tout z, on pose z= x+ iy ou x et y sont des réels.
iz i(x+iy) ilx+iy) x-iy-2 (ix-yx-iy-2)
- - % —

Pourz#2,7Z= = - = : : = - -
z—2 x+iy-2 x+iy-2 x-iy-2 (x+iy-2)(x—1iy-2)
ix>+xy—2ix—xy+iy*+2y 2y +.x2—2x+y2

= = 1
(x—2)2+y? (x=22+y?2 (x-2)2+y?
2
Z imaginaire pur < Y . 0 < y=0 < zestunréel
(x—2)2+y2

Laffirmation est donc vraie.
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Affirmation 4 :

Un raisonnement équivalent a celui mené au début de 'exercice 3 permet de prou-
ver que f est strictement croissante. De plus, elle est continue. Il suffit donc de cal-
culer ses limites en +oo et —oo et le corollaire du théoreme des valeurs intermé-
diaires permettra de se prononcer au sujet de cette affirmation.

2% . . 3 .
= 0 (par composition) et donc xhr+n flo)= 1 par produit, somme et quo-
—+00

lim e~
X—+00
tient.
D’autre part, lim e 2% = yoo et donc lim f(x)=0.

X X—+00

3
Comme 0,5 € ]0; 2l ce nombre posseéde bien un unique antécédent par f.

Laffirmation est donc vraie.

Affirmation 5 :

On sort de la boucle des que f(X) > 0,5 et on affiche la valeur de X a ce moment la.
Or on vérifie a la calculatrice que f(0,54) <0,5.
Laffirmation est donc fausse.

Exercice 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
Affirmation 1:

Onvérifieque11=1 [5]etll=3 [4].
En particulier, si n est solution du systeme, onan—-11=0 [5]etn—-11=0 [4].
Laffirmation est donc vraie.

Affirmation 2:

Ona20=0 [5]et20=0 [4] donc, pour tout entier k, 20k =0 [5] et20k=0 [4].
En particulier, 20k+11=1 [5] et20k+11 =3 [4]. Laffirmation est donc vraie.

Affirmation 3 :

On reprend la premiere affirmation. On sait que n—11 est divisible par 4 et 5 qui sont
premiers entre eux.
Donc n— 11 est divisible par 20. Laffirmation est donc vraie.

Affirmation 4 :

Lalgorithme initialise bien les variables a partir des données du probléeme. En effet,
au départ, P(B) =1 soit by = 1.

En revanche, I'affectation de a dans la boucle pose probléme. En effet, la lecture du
graphe permet d’affirmer que a,+; = 0,3a, +0,8b,, et ce qui est proposé correspond
plutot a a,+1 =0,8a, +0,3b;,.

Laffirmation est donc fausse.

Affirmation 5 :

On va utiliser ici les matrices de transition.

On pose X, = (Z") et M= (g";’ g’g), de sorte que, pour tout 1, X;+1 = MX,,.
n ] )

0
On doit calculer X; = M* X, avec Xy = (1)

)

Une application numérique donne X, = ( 0.5

). Laffirmation est donc vraie.
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Exercice 5 3 points

Commun a tous les candidats
1. a) Pourtoutn:

Un+l = 2n+1 — Za

1
=§ixzn+5—(4+21)
1i +1-2i
= —1X2Z -
2 n

1i( +1—21)
=—1|zy »
2 31

—li(z +1(2—41))
= Zilen+ =5—

i2
=1 2i+4
= Si(zn - 2i+4)

=125 —Z
2 n A
].

=—iuy
2

b) Cette égalité rappelle les formules explicites de suites géométriques. Comme
ce résultat concernant les complexes n’est pas au programme de termi-
nale S, nous allons le démontrer par récurrence.

Vérifions l'initialisation. On sait que 1y = zg — z4 = —z4 et d’autre part

0
(51) (—4—2i) = —z4. La propriété est donc initialisée.

1)\”
Supposons que, pour un certain rang p, on ait u, = (51) (—4-2i).

Aurang p+1, il vient :

1 1 1.)" 1,\P*
Up+1 = —iup =| =i —i| (-4-2i)=|=i —4 - 2i).
p+1 2 n (Z)X(Z)( ) (2) ( )
La propriété est donc également héréditaire.

Ainsi, par récurrence, elle est vérifiée pour tout entier.

2. On utilise le critere de colinéarité dans le plan complexe. Il s’agit de prouver

Zn+4 — RA L L. N Up+4
que ———= est un réel, ce qui équivaut a vérifier que
Zn — ZA Un

est un réel.

. upes _ (L) (1), 1
Or, on démontre assez rapidement que = (—1) = (—) x i* = — car
Upn 2 2 24
= (2)°=1.

, R . _— 1 — , ,
Ici, on a méme prouvé que AM;,4 = 7 x AMy, , ce qui donne des informa-

tions supplémentaires concernant les positions relatives de ces points.
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Annexe

Arendre avecla copie
Exercice 1

Exercice 3

1,0 %

(=

0,8

0,6

/‘51

0,4

/ / 63

s By 65
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