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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour
faciliter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de I’examen, le temps est précieux! Il
est par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions
et d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Probabilités S points

Commun 2 tous les candidats
Les valeurs approchées des résultats seront données a 10~* pres.

Partie A

Un fabricant d’ampoules posséde deux machines, notées A et B. On définit les événements suivants : A : « I’ampoule provient de
la machine A »; B : « ’'ampoule provient de la machine B »; D : « I’ampoule présente un défaut ».

1. On préleve un ampoule au hasard parmi la production totale d’une journée.

1. a. Construire un arbre pondéré représentant la situation.

e «Lamachine A fournit 65 % de la production, et la machine B fournit le reste » donc
P(A)=0,65 et P(B)=0,35
e «8 % des ampoules présentent un défaut a la sortie de la machine A et 5 % a la sortie de la machine B » donc
P4 (D) =0,08 et Pg(D)=0,05= P4 (D) =0,92 et Pg(D)=0,95

On obtient alors 1’arbre suivant :

Pa(D) = 0,08

" T r.(D)=02
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1.b. Montrer que la probabilité de tirer une ampoule sans défaut est égale a 0,930 5.
On cherche P (D) or d’apres la formule des probabilités totales :

P(ﬁ): (ﬁﬂA)—i—P(ﬁﬂB)

D) = ) x P4 (D) + P(B) x Pg (D)
) = 065><092+035><095

) = 0,598 + 0,3325

P(D
pr(D
P(D

Soit

p (D) = 0,9305
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1. c. L’ampoule tirée est sans défaut. Calculer la probabilité qu’elle provienne de la machine A.
On cherche Pp (A) soit :

P(AND)  P(A)xPi(D)
Pp(4) = PD)  proy _ 0.65x0,08 =047
P(D) = 0,9305

2. On préleve 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée a la sortie de la machine A. La taille du stock
permet de considérer les épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a tirages avec remise.
Calculer la probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut.

e Modélisation
On nomme X la variable aléatoire qui compte le nombre d’ampoules prélevées sans défaut a la sortie de la machine A.
Vérifions les hypotheses de validation d’une loi binomiale.

- Une ampoule sortant de la machine A a 2 érats : elle est sans défaut ou elle ne I'est pas. La probabilité d’étre
sans défaut a la sortie de la machine Aest: p = 0.92 = Py (D)

— IlyalO«tirages ». Chaque tirage est indépendant, identique et aléatoire.

De ce fait, la variable aléatoire X désigne bien le nombre de succes d’une répétition, de maniere indépendante, de 10
épreuves de Bernoulli de parametre p = 0.92.

La variable X suit donc une loi binomiale de paramétres n = 10 et p = 0.92, notée & (10 ; 0.92).

e Calcul
Puisque X suit une loi Binomiale de parametre n = 10 et p = 0.92on a:

10
P(X=k) = (Z)pk(l —p)h = (k) x 0.92% x (0,08)10-F
La probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut se traduit par :
P(X>9)=P(X=9)+P(X=10)

Donc :

|P(X >9)~0,8121]

Remarque : Sur la TI Voyage 200
TIStat.binomDdP(10 , 0.92 , 9) + TIStat.binomDdP(10, 0.92, 10) ~ 0,812118

e Conclusion
La probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut est d’environ 0, 812 1.

Partie B
1. Si T suit une loi exponentielle de paramétre A (A € R% ) alors pour a € R4, P(T < a) = / Ae " dg,
0

1.a. Montrer que P(T > a) = e ~*°,
Pour tout réel a positif on a :

PT>a)=1-P(T <a)

:1—/ Ae M dg
0

. 1
Une primitive de  — e~ est  — — A% donc :

1 a
P(T}a)l[ Ax —e M ]
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1.b. Montrer que si T suit une loi expo. alors pour tous les réels positifst etaona: Pr>(T >t + a) = P(T > a).
Pour tous les réels positifs t et a on a :

PT>t(T>t+a):

Or on vient de prouver lors de la question précédente (B.1.a) que P(T > a) = e ~** soit :

—A(t+a) -t —Xa
€ € X e
Proe(T2t+a) = ——5— = Y

— e —Aa

=P(T >a)

Et donc, pour tous les réels positifs t et a on a :

| Prou(T > t+a) = P(T > a)|

2. Dans cette partie, la durée de vie en heures d’une ampoule sans défaut est une variable aléatoire T' qui suit la loi
exponentielle d’espérance 10 000.

2. a. Déterminer la valeur exacte du parametre \ de cette loi.
On sait que si 1" qui suit la loi exponentielle d’espérance 10 000, alors

1
) -+~ 00— 1= ]

2.b. Calculer la probabilité P(T > 5 000).
Or a prouvé lors de la question (B.1.a) que P(T > a) = e ~*“ soit :

P(T >5000) = e 5000107 — ¢ =05 ~ ( 606 5

2. c. Sachant qu’une ampoule sans défaut a déja fonctionné pendant 7 000 heures, calculer la probabilité que sa durée
de vie totale dépasse 12 000 heures.

Sachant qu’une ampoule sans défaut a déja fonctionné pendant 7 000 heures, la probabilité que sa durée de vie totale dépasse
12000 heures est donnée par Pr>7 ooo(7" > 12 000) et :

Pr>7 000(T = 12 000) = Pr>7 000(T = 7000 + 5 000)
On applique alors le résultat de la question (B.1.b) : Pr>(T > t+a) = P(T > a)

Pr>7000(T > 12 000) = P(T > 5 000)

On obtient donc avec le calcul mené lors de la question (B.2.b) :

Prs7000(T > 12000) = e ~%® ~ 0,606 5
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Partie C

L’entreprise a cherché a améliorer la qualité de sa production et affirme qu’il n’y a pas plus de 6 % d’ampoules défectueuses

dans sa production. Une association de consommateurs réalise un test sur un échantillon et obtient 71 ampoules défectueuses sur

1000.

1. Dans le cas ou il y aurait exactement 6 % d’ampoules défectueuses, déterminer un intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 % de la fréquence d’ampoules défectueuses sur un échantillon aléatoire de taille 1 000.

e Analyse des données : « Sur un échantillon de n = 1000 ampoules . Il est supposé que p = 6% d’entre elles sont
défectueuses. ».

e Intervalle de fluctuation :

[Théoréme 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)}

v n>30
Si les conditions suivantes sont remplies: ¢ v np > 5

v n(l—p)>5
Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence F,, d’un caractére dans
un échantillon de taille n est si p désigne la proportion de ce caractere dans la population :

i = —196‘ +196‘

On a pour le cas étudié, n = 1000, p = 6 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=1000> 30
v np=1000 x 0,06 = 60 > 5
v n(l—p)=1000x 0,94 =940 > 5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% est alors :

Vo = \/ V/ 1 / 1
—1,96V P p p+1,06 Y P 0,06 — 1,96 Y0 X 9% OOGXOQ 0,06+ 1,96 Y200 x 094
V1000

Soit puisque les borne sont :

1 —
m p—1,9 % ~ 0,04528 . On arrondit la borne inférieure par défaut 2 10~ pres soit 0,0452.
n TR
p(1 - p) , . 3 104 ae
m p+1,96 T ~ 0,07472 . On arrondit la borne supérieure par exces a 10™" pres soit 0,0748.

Tooo ~ [0,0452 5 0,0748]

2. A-t-on des raisons de remettre en cause I’affirmation de ’entreprise ?
Une association de consommateurs réalise un test sur un échantillon et obtient 71 ampoules défectueuses sur 1 000. De ce fait,
la fréquence observée d’ampoules défectueuses appartient bien a I’intervalle de fluctuation asymptotique :
71

-2 _oomer
f 1000 0,071 € I1000

Au risque d’erreur de 5% on ne peut pas remettre en cause 1’affirmation de I’entreprise.

www.math93.com /www.mathexams.fr (©ISSN 2272-5318 4/17


http://www.math93.com/
www.math93.com
www.mathexams.fr

Math93.com Correction Bac S 2016 - Antilles-Guyane
* Obli. et Spé. - 20 juin 2016

Exercice 2. Complexes (EPI) 3 points

Commun a tous les candidats NN
On munit le plan complexe d’un repere orthonormé direct (O, U, v ) On note % 1’ensemble des points M du plan d’affixe z

tels que |z — 2| = 1.

1. Justifier que C est un cercle, dont on précisera le centre et le rayon.
Soit A le point du plan complexe d’affixe 2 et M celui d’affixe z. On a alors :

M(z)eb <= |z-2|=1<= AM =1

Et donc € est le cercle de centre le point A(2) et derayon 1.

2. Soit @ un nombre réel. On appelle D la droite d’équation y = ax. Déterminer le nombre de points d’intersection
entre ¢ et Z en fonction des valeurs du réel a.

e Un dessin peut aider :

1.5
1.0 4

0.5 1

—0.5 1

—1.0 4

e Un point M (z) appartient a la droite & si et seulement si son affixe est de la forme z = = + i(ax), ol a est un réel. Et
un point M (z) appartient au cercle € si |z — 2| = 1. Donc M (z) appartient a I’intersection éventuelle de la droite et du
cercle si :

z=x+ i(ax)

On se ramene alors 2 une équation du second degré avec un discriminant A(a) qui dépend du réel a tel que :

Aa) = 4% —4(a®* +1) x 3
=16 — 12a% — 12
= —12a%> + 4

=12 (a2 — %)
=2 (o) (126}

Le discriminant A(a) est alors une fonction polyndme du second degré en la variable réelle a, I’étude de son signe est
aisée :
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Aa) = —12 <a — ?) (a—i— ?)

a —00 — @ @ +00
3 3
signe de A(a) - 0 + 0 _
e Conclusion.
— Un point d’intersection
Si A(a) = 0 soit:
3 3
A(a):0<:>a:—£ ou a:£
3 3
Alors 1’équation admet une solution. La droite et le cercle ont 1 point d’intersection, cela ne se produit que deux

fois.

— Aucun point d’intersection
Si A(a) < 0 soit:

A(a)<0<:>a€]oo;§[U]\/?§;+oo

Alors I’équation n’admet aucune solution. La droite et le cercle n’ont pas de point d’intersection.

— Deux points d’intersection
Si A(a) > 0 soit :

A(a)>0<:>a€]§;§[

Alors I’équation admet deux solutions. La droite et le cercle ont deux points d’intersection.
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Exercice 3. Fonctions 7 points

Commun a tous les candidats

Partie A

On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = xe 1-a%
1. Calculer la limite de la fonction f en 4 oo. Indication : on pourra utiliser que pour tout réel = différent de 0,
2
F(x) = - X “Zz.On admettra que la limite de la fonction f en —oo est égale a 0.

ers
Pour tout réel x différent de 0,

T
f(x) =—-X 2
x e’
Or:
[Propriété 1 (Limites liées a la fonction exponentielle )J
e’ 2) : li T __ 0 . e’ —1
e (I): lim — =+4c0 e (2 lim ze®= e (3): lim =1
SR s a0 (3) : lim —
Donc par composition des limite :
. CX 2
Iim — =400 ) e’
X—4o00 X > lim 5 = +00
lim X2 = 400 par composition T—+00 T
T—r+00
Puis
2
. e’
lim =400 2
T—400 $2 . X . 1
— lim 7 = lim =0
par composition t—+o0o0 e L T—+00 o
lim —=0
Xotoo X 2
On en déduit donc : .
lim —=0 e :EQ
—+ . .
e, = lim f(x)=0= lim — x—
lim < -0 par produit | —+00 r—+o00 I e’

r—+00 F
2. 2.a. Onadmet que f est dérivable sur R . Démontrer que pour tout réel z, f/(z) = (1 — 2z?) e 1-a?

J R — R
|z — f(z)==xx el-a’

La fonction f est dérivable d’apres les données. La fonction f est de la forme uv donc de dérivée u'v + uv’ avec :

Ve e R; f(x) = u(x) x v(z)

On a donc :

Ve e R, f'(z) =4/ (z) x v(z) +u(z) x v'(z)
flla)=1x e 42 x (—23561_:”2)
fl(x) = el=®" _gp2el-a’

Soit

2

Ve eR; f'(z) = (1-22%) e'™™
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2.b. En déduire le tableau de variations de la fonction f.
On a montré que pour tout réel z, la dérivée de f s’exprime sous la forme d’un produit :

vV eR; f'(z) = (1 —227) el

Par stricte positivité de I’exponentielle sur R, la dérivée est du signe du facteur (1 — 222) dont I’étude de signe est aisée.

2 2
fl(z) >0 <=2z € —£;£ V2 V2
27 2 / 2 2
= fl(a)<0<=ze€|—00; ——|U|—; +00
/ V2 V2 2 2
flle)=0<—=2x=—"—" 0ou z=—
2 2
On obtient donc avec les résultats des limites de la question (A.1.) et :
2 2
f V2 —1.17 et f VEARY 1.17
2 2
x —00 _@ \/_5 +00
2 2
e - 0 + 0 -

Partie B

On considere la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = e'=%. Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans un repére les
courbes représentatives Cy et Cg4 respectivement des fonctions f et g. Le but de cette partie est d’étudier la position relative de
ces deux courbes.

2,5 1
2,0 1
1,5 Cy
1,0

0,5

—-2,5 =27 -1,5 -10 -0,5 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Cy
1,0

-1,5 1

1. Apres observation du graphique, quelle conjecture peut-on émettre ?
Le but annoncé de cette partie étant d’étudier la position relative des deux courbe, une conjecture possible est que la courbe de
la fonction g semble étre au dessus de celle de fa fonction f.
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2. Justifier que, pour tout réel x appartenanta | — oo ; 0], f(z) < g(x).
On rappelle que pour tout réel x :

f(z) = zel ™ et g(x) =el™"
Pour tout réel = appartenanta ] — oo ; Ojona:

g(x) — f(a) = ! —ael™"
—e l1—x + <7$€ 1712)
Or puisque I’exponentielle est positive sur R on a pour tout réel x €] — oo ; 0] :

el=” >0

el=?" >0 | = g(x) - flz) = elfz+<fxelfm2) >0
—z>0 erR;,  ST—~—
€R+

L'expression g(z) + (—f(x)) est donc la somme d’un terme strictement positif et d’un terme positif sur cet intervalle. Elle est
donc strictement positive et on a montré que :

[Vz €] = 003 0]; f(x) < g(a)]

3. Dans cette question, on se place dans I’intervalle |0 ; +oo[. On pose, pour tout réel x € R%, &(x) =Inz —x2 + .
3.a. Montrer que, pour toutréel z € R, f(x) < g(x) équivauta &(x) < 0.
On admet pour la suite que f(x) = g(x) équivaut a ®(z) = 0.
Pour tout réel © € R*,

f(l') < g(ZC) = xelfIQ < elfx

On compose alors par la fonction In définie et strictement croissante sur R*} (I’ordre est inchangg) :

f(x) <g(z) <=1In (ac X el_zz) <lnel™®
<:>lnx+ln<elfzz) <l-=z
—he+l-22<1-—=z
—hr—2z>+2<0

—_———
@ ()

Donc pour tout réel © € R* |

‘f(x) < g(x) équivaut a d(x) < 0‘

3.b. On admet que la fonction ® est dérivable sur ]0 ; +oc]. Dresser le tableau de variation de la fonction ®. (Les
limites en O et + oo ne sont pas attendues.)

On admet que la fonction ® est dérivable sur |0 ; +oo[. Sa dérivée s’exprime facilement :
1 —2z2 1
VreR:; ()=~ 2w +1= L TETL
X €T

Le dénominateur étant strictement positif sur I’intervalle d’étude donc @’ est du signe de son numérateur (—2x2 + z + 1).

Lexpression (—2z% 4+ 1z + 1) est un expression du second degré de la forme (az? + bx + ¢). Avec :

Le discriminant A étant positif, la fonction polynéme du second degré = — (72:52 + lz + 1) admet deux racines réelles

distinctes :
-1-19 —1+V9
T1=——=1%¢€t 9= — =

—-0.5
—4 —4
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Donc @’ du signe de a = —2 a I’extérieur des racines —0, 5 et 1 soit sur Iintervalle RY, , :

O(z)=lnr—2*+z

T 0 1 +00
D' (x) + 0 —
0
i)

3. c. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, & (x) < 0.
D’apres I’étude menée lors de la question (B.3.b) , le maximum de la fonction ® sur I'intervalle R% est 0. De ce fait, pour tout

réel x strictement positif, (x) < 0.
4. 4.a. La conjecture émise a la question 1. de la partie B est-elle valide ?

e D’apres la question (B.3.a.)
f(z) < g(z) équivauta &(z) <0

Ainsi d’aprés le résultat de la question (B.3.c) la courbe de f est bien toujours en dessous de celle de g sur R*,.

e On a prouvé lors de la question (B.2.) que :
Va €] —o0; 0] f(z) < g(x)

La courbe de f est bien toujours en dessous de celle de g sur R_.
e Pour conclure : la courbe de f est bien toujours en dessous de celle de g sur R. La conjecture de la question (B.1.) est

donc valide.
4.b. Montrer que Cy et C4 ont un unique point commun, noté A.

e Sur l’intervalle | — 0o ; 0], on a montré lors de la question (B.2.) que f(x) < g(z) donc les deux courbes n’ont pas de
point commun sur cet intervalle.

e Sur l'intervalle |0 ; +o0[, on a montré lors de la question (B.3.) que f(z) < g(x).

e Sur l'intervalle |0 ; +o0[, on a admis que f(z) = g(z) <= ®(x) = 0. Or sur cet intervalle

P(z)=0<=2z2=1

Les deux courbes ont un unique point commun, le point A d’abscisse 1.

4. c. Montrer qu’en ce point A, ces deux courbes ont la méme tangente.

On rappelle que sur R on a :
Fllz)=(1—22%) e et g/(x) = —el™®

Au point A d’abscisse 1 les coefficient directeur des tangente a la courbe de f et a celle de g sont respectivement :
ff()y=—-1e=-1et g/(1)=-1e= -1

Ces deux droites ont le méme coefficient directeur et passe par le méme point A, elles sont donc elles sont identiques.
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Partie C

1. Trouver une primitive F' de la fonction f sur R.
. o 22 . , (.
La fonction f est définie sur R par f(x) = ze!~%", expression que I’on peut écrire :

1 2 1 2

-2 -2 u'(z) = —2x

Or une primitive de u’ e “ est e* donc une primitive de la fonction f est la fonction F' définie sur R par :

2. En déduire la valeur de ( el ™ _ze 1_22) dx.

Par linéarité de I’intégrale on a :

1 ) 1 1 )
/ (elf””fxelfz )dx:/ elfxd:cf/ zel™ dx
0 0 0
1 1
:/ elfxdx—/ f(z) dz
0 0

Un primitive de z — e!=% est z — —el ™7 soit

[ (e mne)as= [ e [ £ ],
= —e%4 e — F(1) + F(0)

1+ +1 L
= - e+ _-——e
2 2

/01 (elfm —xelfﬁ) dr = %(e -1)

3. Interpréter graphiquement ce résultat.

On remarque bien sir que :
1 1
/ (el_m—xel_m )dx:/ (9(x) — f(z))dzx
0 0

Or on a montré dans la partie (B.) que sur I’intervalle [0; 1], la courbe de g est au dessus de celle de g et donc que la différence
g(x) — f(z) était positive.

Vo €[0;1]; g(z) = f(x) > 0
1
De ce fait, I'intégrale / (g(x) — f(x)) dz correspond a I"aire, exprimée en unités d’aire, du domaine du plan compris entre les

0
courbe Cj, C et les droites d’équationz = O etz = 1.

]
2,5

2,0
1,5 1
1,04

0,5 1

—2,5 —20n-1,56 —1,0 —0,5 05 1,0 1,5 20 25 3,0
-0,

-1,5 1
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Exercice 4. Obligatoire - Espace S points

Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

ABCDEFGH estun cube d’aréte égale a 1. H M E
ey ]

L’espace est muni du repére orthonormé (D ; DC' ;DA ,DH ).
Dans ce repére, on a :

D(0;050),C(1;0;0), A0; 1;0),

HO;0; 1)erE0; 15 1). y IV
Soit I le milieu de [AB]. Soit P le plan paralléle au plan
(BGE) et passant par le point I. On admet que la section du
cube par le plan P représentée ci-dessus est un hexagone dont A

les sommets 1, J, K, L, M, et N appartiennent respectivement
aux arétes [AB], [BC], [CG], [GH], [HE)] et [AE)].

1. a. Montrer que le vecteur DF est normal au plan (BGE).
— —

e
Dans le repere orthonormé (D ; DC', DA ,DH )ona:
D(0;0; 0)
F(1:1;1) 1 0 -1
e
B(1;1;0) |=DF (1| ;BG |-1|:BE | 0
G(1;0;1) 1 1 1
EO0;1;1)
On a donc :
1 0
— — — =
DF |1|-BG | -1|=0-14+1=0=— DF 1 BG
1
Et
1 -1
— — T
DF |1|-BE 0 |=-1404+1=0= DF 1 BFE
1 1

—
Le vecteur DF' est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BGE), F est donc normal au plan (BGE).

1. b. En déduire une équation cartésienne du plan P.
Le point I est le milieu de [AB] donc ses coordonnées sont les moyennes de celles des points A et B soit :

A0; 150
{ (0 ' ) = 1(0,5;1;0)
. - .
Le plan P est parallele au plan (BGE) et passe par le point I. C’est donc le plan de vecteur normal DF' et passant par I, soit :

Propriété 2
. — . , .
Soit vecteur « non nul et un point A de I’espace. L’unique plan &2 passant par A et de vecteur normal est normal
—

_)
u est I’ensemble des points M tels que AM . u =0.
Dans un repere de 1’espace, son équation est alors de la forme :

z—za) [
AM |y—ya | -u |b| =0<=a(x—24)+b(y—ya) +c(z—24)=0
z—z4 c
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Donc d’apres la propriété 2 :

xz—0,5 1
M(z;y;z)E(BGE)@m) y—1 | .DF (1| =0

z—0 1
M(z;y; 2)€(BGE) <= (z—0,5)+(y—1)+2z=
M(x;y; 2)€ (BGE) <= z+y+2—-1,5=0

‘(BGE) : z+y+z—1,5:0‘

2. Montrer que le point IV est le milieu du segment [AE].

e Méthode 1 : géométrique

[Théoréme 2 (Parallélisme de deux droites)]

Si deux plans P et P’ sont strictement paralleles, tout plan
Q qui coupe le plan P, coupe aussi le plan P’ et les droites
d’intersection (d) et (d’) sont paralleles.

Le plan P est parallele au plan (BGE) et ces deux plan coupent la face latérale (ABF'E) en deux droites (N1) et (BE).

Ces deux droites sont donc paralleles d’apres le théoréeme 2.

On se place alors dans le triangle ABE. Les droites (BE) et (NI) sont paralleles et le point I est le milieu du segment
[AB], donc d’apres le théoréme des milieux, le point IV est le milieu du segment [AF].

e Méthode 2 : par le calcul

Le point N appartient au segment [AE]. Ses coordonnées sont donc (0 ; 1 ; zy). Par ailleurs, il appartient au plan P

donc

O+142v—1,5=0<= 2y =0,5

De ce fait le point NV est le milieu du segment [AE].

3. 3.a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (H B).

1
H(O;0;1 —
{ (0 .’0)) |:>HB 1

B(1;1

-1

—
La droite (H B) passant par le point H(0; 0; 1) et de vecteur directeur HB est I’ensemble des points M de I’espace tels que

le vecteur HM soit colinéaire a HB . On a alors :

z—0 1
(HB)=(M(z;y;2); HM |y—0|=tHB | 1 | , teR
z—1 -1
Une représentation paramétrique de la droite (H B) est donc :
r=t
(HB) : { y=t , teR
z=—-t+1
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3.b. En déduire que la droite (H B) et le plan P sont sécants en un point T' dont on précisera les coordonnées.
Ona:

— -
HB 1 |-DF |1]=14+1-1=1

-1

—
Donc la droite (H B) n’est pas parallele au plan P de vecteur normal DF' . Cherchons leur point d’intersection.

r=1t
M( e (HB) NP = V=1
4 z=—t+1
xr+y+2—1,5=0
T=t
— y=t
z=—t+1
t+t+(-t+1)—-1,56=0
r=t z=0,5
=t =
—{Y —{Y 0,5
z=—-t+1 z=20,5
t=0,5 t=0,5

La droite (H B) et le plan P sont sécants en un point

T@ﬁ;Q&Oj”.

4. Calculer, en unités de volume, le volume du tétraedre F BGE.
Le tétraedre F'BGF est de base, le triangle F"NG rectangle en F, et de hauteur associée [FE] qui est perpendiculaire a la base.
Les arétes du cube étant de longueur 1 on a:

FGx FB 1x1 1
Arar) = 5 =5 =3

et donc puisque F'/EF =1ona

V(rBeE) = 3 = 6 U
H M E
L |
|
G i
! X L N
|
K |
DA A
7
7
// I
c 7
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Exercice 4. Spécialité 5 points

Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

Partie A

On considere I’équation suivante d’inconnues x et y entiers relatifs : 7 — 3y = 1 (E).

1. Un algorithme incomplet est donné ci-dessous. Le recopier et le compléter, en écrivant ses lignes manquantes (1) et (2)
de maniére a ce qu’il donne les solutions entiéres (x ; y) de ’équation (E) vérifiant —5 < < 10et —5 < y < 10.

Variables : X est un nombre entier
Y est un nombre entier
Début : Pour X variant de —5 a 10
€))] ‘ Pour Y variant de —5 a 10 ‘
2)[Si7TX —3Y = 1|
Alors Afficher X et Y
Fin Si
Fin Pour

Fin Pour
Fin

2.

2. a. Donner une solution particuliére de I’équation (E).
Pourz =1lety=2o0na
Tx—3y=7Tx1-3x2=7—-6=1

Donc le couple (1 ; 2) est une solution de (F).

2.b. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I’équation (E).
Une solution particuliere est : (1 ; 2)

e Transformation de I’équation

(E) : Te—3y=1

Puisque le couple (1 ; 2) est une solution particuliere de I’équation (E) ona:7 x 1 -3 x 2 =1.
Donc

7 - 3 =1
{ o Y — - 1)-3(y—2)=0
7Tx1 — 3x2 =1 parsoustraction

Donc I’équation (F) devient :
(B) « (= 1)=3(y - 2)

e Application du théoreme de Gauss

[Théoréme 3 (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855)]

Soit a, b, ¢ des entiers.

divise 1 duit b
Si{ @ GIvIse fe produit be , alors a divise c.

a et b sont premiers entre eux

Remarque : Le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss énonce et prouve ce théoréme
(sous forme de lemme en fait) en 1801 dans son ouvrage « Disquisitiones arithmeticae ».

(B) « 7= 1) =3(y— 2)

Puisque 7 et 3 sont premiers entre eux, alors en appliquant le théoréme de Gauss :
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{ 7 divise le produit 3(y — 2) 7 divise (y — 2)

7et3 sont premiers entre eux d’apres le th. de Gauss

3 divise (r — 1)

3 divise le produit 7(x — 1)
. —
7 et 3 sont premiers entre eux d’apres le th. de Gauss

Il existe donc des entiers k et k&’ tels que :

(y—2) =7k
(x—1) =3k

En reportant dans 1’équation (E) on obtient
Tx3k' =3xThk<=k=1F

Ainsi, les solutions de I’équation (E) sont les couples de la forme

(1—}—3/{: ;2+7k:);k€Z

2. c. Déterminer I’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) tels que —5 < = < 10 et
-5 <y <10
L’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) tels que —5 < = < 10 et —5 < y < 10 sont donc :
e Pourk = —1,lecouple (x =—2; y=—5).Onabien: 7 x (—2) —3 x (=5) =1;
e Pourk=0,lecouple (x =1; y=2).0Onabien:7x1—-3x2=1;
e Pourk=1,lecouple(x =4; y=9).Onabien:7x4—-3x9=1;

Partie B
- =
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (0, U, v ) On considere la droite D d’équation 7z — 3y — 1 = 0. On

définie la suite (A,,) de points du plan de coordonnées (x,, : yp) vérifiant pour tout n entier naturel :

{ ) = 1 Tn41 = _1_23:571 + Syn
et
Yo = 2 Yn+1 = _3_255571 + 8yn
=13 x
1. On note M la matrice 235 . Pour tout entier naturel n, on pose X,, = (y"> .
929 8 n
2

1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, X,, 1 = MX,,.

13
_?xn + 3yn
MXn = = An+1

35
_?xn + 8Yn

1. b. Sans justifier, exprimer pour tout entier naturel n, X,, en fonction de M™ et X.

Pour tout entier naturel n,
X, =M"X,

-2 _3 7 -3
7) et on admet que la matrice inverse de P, est P~ = ( ) .

2. On considére la matrice P = ( -

2.a. Vérifier que P~1 M P est une matrice diagonale D que I’on précisera.

1 0 10
PiMpP = 1] =|D= 0 1
2 2
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2. b. Pour tout entier naturel n, donner D™ sans justification.
Pour tout entier naturel n,

1 0

D" = 1
0o —

on

2. c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, M™ = PD"P~1,
Notons pour tout entier naturel n > 0 le postulat

(Pn) : M™=PD"P~!

o Initialisation
Pour n = 0, le postulat (Py) est vrai puisque :

M=1Id et PD°P ' =PxIdx P '=PP '=1d

e Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P,,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.

M= M x M™

On applique alors I’hypothese de récurrence qui implique que : (P,,) soit vérifié et donc que M™ = PD"P~1
M"t' =M x pD"P~!

En oute par définitionde D ona P~'M P <= M = PDP~! soit:

M = pppP~! x PD"P~!
M"' = pPD (P~'P)D"P!
N—_——
Id

M =P (D x Id x D™)P~!
N————
Dn+1

MnJrl — PDn+1P71

On a alors montré que M1 = PD"*+1 P~1 et donc que (P,,41) est vrai.

e Conclusion
On a montré que (Py) est vrai. De plus, si I’on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il 1’est aussi au rang suivant,
(Pn41) est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n > 0.

M" = PD"P!|

14+ 35 6- %
3. On admet que, pour tout entier naturel n, M"™ =
—35+4+ 3% 15— 12
En déduire que, pour tout entier naturel n, une expression de x,, et y,, en fonction de n.
On a pour tout entier n, X,, = M" X donc :

15 12
n=—14+—+12— —
T + o + o
35 28
n=—-3+—+30— —
Y + on + on

4. Montrer que, pour tout entier naturel n, le point A,, appartient a la droite D.
Pour tout entier n,
21 21
7=’En*3yn*1:*14+2—n+15*2—n*1
=1—-1=0

Pour tout entier naturel n, le point A,, appartient a la droite D d’équation 7x — 3y = 1.
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