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Exercice I (4 points)

1.

3.

Affirmation 1 Dans une boulangerie industrielle, on préleve au hasard une baguette de pain dans la
production.

Soit M la variable aléatoire exprimant sa masse, en gramme. M suit la loi normale d’espérance 200 et
d’écart-type 10.

Ona p(M =187) = p(187 < X <200) + p(M > 200) = p(187 < X <200) +0,5.

Ala calculatrice, on a p(187 < X <200) > 0,4 et par conséquent p(M = 187) >0,9.

La probabilité que la masse de la baguette soit supérieure a 187 g est supérieure a 0, 9.

Affirmation 1 : VRAIE

Affirmation 2
/4
Considérons la fonction f définie sur [0 ; E] par f(x) = x —cos(x).

f est dérivable sur [0; g] et f'(x) =1 +sin(x).

Pour tout x € [0 ; g], 0<sin(x)<1letl+sin(x)>0.

On en déduit que f est strictement croissante sur [0 ; g] .
Comme f est dérivable sur [O; g], f est continue sur [O ; g]
On ade plus f(0)=-1 etf(g) = g

Ona0e [—1; g]

On applique a f le théoreme des valeurs intermédiaires pour les fonctions continues et strictement
monotones sur un intervalle et on peut affirmer que 'équation x — cos x = 0 admet une unique solution
dans l'intervalle [0 ; g] .

Affirmation 2 : VRAIE

Dans les questions 3. et 4., l'espace est rapporté a un repere orthonormal et 'on considere les droites 9, et
D> qui admettent pour représentations paramétriques respectives :

x=1+2¢ x=-5t'+3
y=2-3t ,teR et y= 2t , ' eR
z= A4t z= t'+4

Affirmation 3
Déterminons un vecteur directeur de chacune des ces deux droites.
— —
Soit u 1 un vecteur directeur de 9, et Soit u » un vecteur directeur de 2»

-5 2
Onau;i| 2 Jetus| -3
1 4

u 1 et u » ne sont pas colinéaires. Les droites ne sont ni paralléles ni confondues.



1+2r=-5t'+3 1+2t=-20t+20+3 t=1
Ona: 2-3t=2f < 2-3r=8r-8 t=10/11
4r=1"+4 f'=4r-4 4r=1"+4
Le systéeme n’a pas de solution. les droites ne sont pas sécantes.
Affirmation 3 : FAUSSE

. Affirmation 4

1
Le plan P, d’équation x + 2y + z—3 = 0 admet le vecteur 7| 2 | comme vecteur normal.
1
On ad’une part; -;1 =0.
D’apreés la représentation paramétrique de 9, le point A de coordonnées A(1 ; 2 ; 4) est un pointde 2.
Ses coordonnées ne vérifient pas I'équation de P.
On en déduit que 2 est paralléle a P
Affirmation 4 : VRAIE

Exercice I1 (6 points)

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1],

continue et positive sur cet intervalle, et a une réel

telqueO0<a<l1.

On note : K,
— % la courbe représentative de la fonction f

— o/ l'aire du domaine plan limité par I'axe

— o/, l'aire du domaine plan limité par 1'axe

dans un repere orthogonal :

des abscisses et la courbe 4 d’'une part, les
droites d’équations x = 0 et x = a d’autre part. P

|

|

|

|

|

|

|

|

des abscisses et la courbe % d’une part, les :
droites d’équations x = a et x = 1 d’autre part. : X

a

\]

Partie A : Etude de quelques exemples

1.

a. Soit f une fonction constante strictement positive sur [0;1].
A

Alors il existe un réel k > 0 tel que pour tout x € [0;1], f(x) = k.
| Ay Pour toutréel a€]0; 1[,ona: .« = kaetohHh =(1—a)k.

1
> Ona:dl:%(:)ka:k(l—a).Etcommek>0,%:gf’2<:>a:E.

a

1
Ce qui prouve que si la fonction f est continue , constante et strictement positive sur [0 ; 1], les
1
aires .27) et .o/, sont égales pour une seule valeur de a et a = X
b. Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par f(x) = x.

1
f est continue sur [0 ; 1] et la fonction F définie sur [0; 1] par F(x) = Exz est une primitive de f.



a
Ona:;zfl:f xdx =
0

1
—x*| =-a
2

0

1 1 1
et:szfg:f xdx=|=x*| =1-=d°
a 2 g 2
1 1 2
On en déduit pour a €]0; 1[: o = o Eaz = I—Eaz — a= £
A y=x
Remarque : on peut aussi tout simplement calculer
les aires du triangle et du trapeze sur le graphique ci- ar:
contre et égaliser 1
a >
1

2. a. Alaide d’intégrales, exprimons, en unités d’aires, les aires .27 et .27,.
a 1
Comme f=0sur[0;1],ona: .o :f f(x)dx et o :f fx)dx.
0 a

b. On note F une primitive de la fonction f sur I'intervalle [0 ; 1].
Soit a un réel de ]0; 1[ qui satisfait la condition (E), c’est a dire tel que 27} = o5.
Si F est une primitive de f sur [0; 1], alors
(21 = op = F(a)— F(0) = F(1) — F(a)) et finalement :

FO)+ F(1
Si a un réel de ]0; 1[ qui satisfait la condition (E) alors F(a) = %
. e el F0)+ F(1)

Supposons maintenant que F est une primitive de f telle que F(a) = —

F0)+ F(1 F(1)-F(@
Ona: .o = F(a) - F(0) = %—F(O) - %

FO)+ F(1 F(1)-F(@
et: o =F1)—-F(a)=FQ) + ( ); ( ): ( )2 ©
FO)+F(1

Si F est une primitive telle que F(a) = % alors &) = 7% et la condition (E) est vérifiée : la

réciproque est vraie.
3. Dans cette question, on envisage deux autres fonctions particulieres.
a. Considérons la fonction f définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x) =e”.
Montrons que la condition (E) est vérifiée pour un unique réel a.
f est continue sur [0 ; 1] et admet pour primitive F(x) = e”.
Ona < :foaexdx: [e¥]g =€’ —1et. o :flexdx: [e*]} =e—e.

a
On en déduit que :

l+e (1+e)
2

A =gl =>e?'-1=e—e <:>e“:T < a=In

b. Soit f la fonction définie pour toutréel x de [0; 1] par f(x) = W
X

2
Vérifions que la valeur a = = convient.

2
5 - -1 1 1
Onad’'une part:f fx)dx = =5 —=—
0 xX+2]g £+2 2 12
! -1 ' -1 11
D’autrepart:f fdx=|—| =—+3 -




2
Onapoura= = o = a>. La condition (E) est vérifiée.
Remarque : pour ces deux questions on peut utiliser A. 2. b., c’est a dire a est solution de (E) si et seule-
FO)+F(1)

mentsi F(a) = 2

Partie B : Utilisation d’'une suite pour déterminer une valeur approchée de a
Dans cette partie, on considere la fonction f définie pour tout réel x de [0 ; 1] par f(x) =4 — 3x°.

1. Démontrons que si a est un réel satisfaisant la condition (E), alors a est solution de I’équation :

3
X=—+-.
8

Si a est un réel satisfaisant la condition (E),on a vu au A. 2. b que si F est une primitive de f alors:

F(0)+F(1)

F(a) =
(a) >
Pour tout réel x de [0; 1], la fonction f définie par f(x) = 4 —3x* admet comme primitive sur [0 ; 1], la
fonction F définie par F(x) = 4x — x°.
Onaalors: F(0)=0et F(1) =3 et:
F(0)+ F(1) 3 a 3
F(a):T <~ 4a-3a’ =3 < a:Z+§.
Par conséquent, si a est un réel satisfaisant la condition (E), a est solution de I’équation :

xS
x=—+
4

ool w

Dans la suite de |'exercice, on admettra que cette équation a une unique solution dans l'intervalle [0 ; 1].

On note a cette solution.
3

2. On considere la fonction g définie pour toutréel x de [0; 1] par g(x) = xz + g et la suite (u;) définie par:
up = 0 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = g (uy).
a. Calculons u;.
Ona u; = g(up) = g0) = %
b. Démontrons que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0 ; 1].

g est dérivable sur [0;1] et pour tout x € [0;1], g'(x) = §xz = 0. On en déduit que g est croissante
sur [0;1]. !

c. Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona 0 < u, < up4+ < 1.
Considérons la proposition (P,) définie sur N par :

0<u,<ups<l.

Initialisation (0 < 1y < u; <1) est vraie.
Hérédité Comme g est croissante sur [0;1],



e.

O<up<upir<1)=>(g0) < glup) < glup+1) < g)).

3 5
Mais g(0) = 5 >0etg(l)= § <1.

On en déduit :

O<sup<upy1<1)=>0<upy <up < gl)).

Conclusion

Py est vraie.

Pour tout entier naturel n, (P,, = P,+1) est vraie.

D’apres I'axiome de récurrence, P, est vraie quelque soit n € N.

Prouvons que la suite (u,) est convergente.

On vient de démontrer que pour tout entier naturel n, ona: 0 < u, < u,+; < 1, autrement dit que
la suite (u,) est croissante et majorée par 1. On peut en déduire qu’elle converge. Soit L sa limite.

Par définition de u,, et par unicité de la limite, on en déduit que g(L) = L et L est solution de
X
I'équation x = s + P doulL=a.

On admet que le réel a vérifie 'inégalité 0 < a— uyo < 107°.
A la calculatrice, on obtient; 119 = 0,38980784 2 1078 pres.

Exercice II1 (5 points)

Un institut effectue un sondage pour connaitre, dans une population donnée, la proportion de personnes qui
sont favorables a un projet d’'aménagement du territoire. Pour cela, on interroge un échantillon aléatoire de
personnes de cette population, et ]’on pose une question a chaque personne.

Partie A : Nombre de personnes qui acceptent de répondre au sondage

On admet dans cette partie que la probabilité qu'une personne interrogée accepte de répondre a la question
est égale a 0,6.

1. Linstitut de sondage interroge 700 personnes. On note X la variable aléatoire correspondant au nombre
de personnes interrogées qui acceptent de répondre a la question posée.

a.

Pour chaque personne il n'y a que deux issues possibles : répondre/ne pas répondre.

Si de plus on fait 'hypothese que les choix des personnes sont indépendants, on peut affirmer que
X suit une loi binomiale de parameétres n =700 et p =0, 6.

Ona:P(X=400)=1-P(X <400)=1-P(X <399).

La calculatrice donne P(X <399) = 0,0573 et P(X =400) =~ 0,9427.

La meilleure valeur approchée parmi les solutions proposées est 0,94.

2. Déterminons combien de personnes 'institut doit interroger au minimum pour garantir, avec une pro-
babilité supérieure a 0,9, que le nombre de personnes répondant au sondage soit supérieur ou égal a

400.

On peut déja affirmer que n < 700.



Une exploration a la calculatrice donne n = 694 car si Y désigne la variable aléatoire de loi binomiale de
parametres n et p =0,6 onapour n=694: p(Y =400) =0,9 et pour n =693 : p(Y =400) <0,9.

Il suffit donc d’interroger 694 personnes pour garantir, avec une probabilité supérieure a 0,9, que le
nombre de personnes répondant au sondage soit supérieur ou égal a 400.

Partie B : Proportion de personnes favorables au projet dans la population

Dans cette partie, on suppose que n personnes ont répondu a la question ,et on admet que ces personnes
constituent un échantillon aléatoire de taille n (ou n est un entier naturel supérieur a 50).
Parmi ces personnes, 29 % sont favorables au projet d’aménagement.

1. Un intervalle de confiance, au niveau de confiance de 95 %, de la proportion de personnes qui sont
favorables au projet dans la population totale est de la forme :

1 1
-—; +—|.
fobs \/ﬁ fobs \/ﬁ
1 1
Etici avec =0,29,ona |0,29—-—;0,29+ —||.
fobs \/ﬁ \/ﬁ
2
2. Lintervalle de confiance, au niveau de confiance de 95 % a pour amplitude —.

n
2 2
—<0,04 &< Vvnz—— < n=2500.
vn vn 0,04
I suffit d’interroger plus de 2 500 personnes pour que 'amplitude de I'intervalle de confiance au niveau
de 95 % soit inférieure a 0, 04.

Partie C : Correction due a I'insincérité de certaines réponses

Dans cette partie, on suppose que, parmi les personnes sondées qui ont accepté de répondre a la question
posée, 29 % affirment qu’elles sont favorables au projet.
Linstitut de sondage sait par ailleurs que la question posée pouvant étre génante pour les personnes interro-
gées, certaines d’entre elles ne sont pas sinceres et répondent le contraire de leur opinion véritable. Ainsi, une
personne qui se dit favorable peut :
— soit étre en réalité favorable au projet si elle est sincere.
— soit étre en réalité défavorable au projet si elle n’est pas sincere.
Par expérience, l'institut estime a 15 % le taux de réponses non sinceres parmi les personnes ayant répondu,
et admet que ce taux est le méme quelle que soit 'opinion de la personne interrogée.
Le but de cette partie est, a partir de ces données, de déterminer le taux réel de personnes favorables au projet,
al’aide d’'un modele probabiliste. on préléve au hasard la fiche d'une personne ayant répondu, et on définit :
o Fl'événement «la personne est en réalité favorable au projet »;
 Fl'événement «la personne est en réalité défavorable au projet »;
o Al'évenement «la personne affirme qu’elle est favorable au projet »;
« Al'évenement «la personne affirme qu’elle est défavorable au projet ».
Ainsi, d’apres les données, on a p(A) =0, 29.

1. Linstitut estime a 15 % le taux de réponses non sinceres parmi les personnes ayant répondu, et admet
que ce taux est le méme quelle que soit I'opinion de la personne interrogée.

On en déduit que Pz(A) = Pf (Z) =0,15.

Et comme Pr(A) + Pr (Z) =1,ona: pr(A) =0,85.



2. On pose x = P(F).
a. On al’arbre de probabilité ci-dessous.

-
/ Bt
\ e

o,}z

b. D’apres la formule des probabilités totales,
P(A) = P(ANF)+P(AnF).
Mais P(4) =0,29, P(AN F) = 0,85x et P(ANTF) = 0,15(1 - x).
On en déduit que x est solution de 0,29 = 0,85x +0,15(1 — x).

3. Déterminons, parmi les personnes ayant répondu au sondage, la proportion de celles qui sont réelle-
ment favorables au projet.

) 14
Il suffit de résoudre 0,29 =0,85x+0,15(1 — x). On trouve x = - =0,2.

20 % des personnes ayant répondu au sondage sont favorables au projet.

Exercice IV (5 points)

Candidat/e/s n’ayant pas choisi la spécialité mathématique

On veut modéliser dans le plan la coquille d'un nautile a I'aide d’'une ligne brisée en forme de spirale. On
s'intéresse a l'aire délimitée par cette ligne.

On munit le plan d'un repére orthonormal direct (O C U Tf).

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout entier k allant de 0 a n, on définit les nombres complexes
kY j2kx .

2 = (1 + —) e' » etonnote M le point d’affixe z.
n

Dans ce modele, le pourtour du nautile est la ligne brisée reliant tous les points Mj avec 0 < k < n.
Partie A : Ligne brisée formée a partir de sept points

Dans cette partie, on suppose que 1 = 6.
1. Déterminons la forme algébrique de z;.

onaia15)6% = () s sn(5) -5 3445 -+

6) .
2. Onazozeoz1etz6:(1+6)e12”:2.

3. Calculons lalongueur de la hauteur issue de M, dans le triangle OMyM; .
Soit H le pied de la hauteur issue de M; dans le triangle OMyM,. Comme O et M, sont pour abscisse 0,

7
ona: MiH=—— \/_
12 °

7\/_

Laire du triangle OMy M, est égale a: —OMO x M1H = ET



Partie B : Ligne brisée formée a partir de n+ 1 points
Dans cette partie, n est un entier supérieur ou égal a 2.

1. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, déterminons la longueur O M.

k : . : .
On a OMj = |zx| = 1 + —, car pour tout entier naturel z est un entier supérieur ou égal a 2, tout entier k
n

s 2km
tel que 0 < k < n, le module de elzT vaut 1.
2. Soit kentiertelque0<k<n-1.

- — 2kn - — 2(k+Drn
(u ; OMk) = arg(zg) = W et (u ; OM41 ) =arg(zr) =———.

Or (OMk ; OMj4q ) = (; ; OMj4q ) - (; ; O—M;;) a 2w pres.
2(k+ 1D B 2kn 271

On en déduit que (OMk ; OMpq ) = = — a2 pres.
n n n

3. Pour k entier tel que 0 < k < n—1, calculons la longueur de la hauteur issue de My, dans le triangle

OMjMj41.
Soit Hy,; le pied de la hauteur issue de M, dans le triangle
M1 H
Ona: —17kel sin(OMk ; OMp4q )
OMj11

M1

27

) k+1 . .
Mais OMy; =1+ et sm(OM;C ; OMj4q ) =sin|—|.
n n

Hiy1

On en déduit que pour k entiertelque0< k<n-1,
k+1) . (27
M Hp =11+ sin| —
n n

1 2 k k+1
4. On admet que l'aire du triangle OM; My est égale a ay = 2 sin(—n) X (1 + —) (1 +
n

n
totale délimitée par la ligne brisée est égalea A, = ap+ a, + -+ ay,.

L'algorithme suivant permet de calculer 'aire A,, lorsqu’on entre I'entier 7 :

) et que l'aire

VARIABLES A est un nombre réel
k est un entier
n est un entier
TRAITEMENT Lire la valeur de n
A prend la valeur 0
Pour k allantde0an-—1
1 . (2# k k+1
Aprendlavaleur A+ =sin|— | x[1+—||1+——
2 n n n
Fin Pour
SORTIE Afficher n
On entre dans l'algorithme n = 10
On obtient le tableau ci-dessous qui illustre le fonctionnement de ’algorithme.
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 0,323 0,711 1,170 10705 2,322 3,027 3,826 4,726 5,731 6,848
7
5. On admet que A, =0 et que la suite (A;) converge et que nlilll A, = ? ~7,3.
—+00

En L6 tantque A<7,2
En L13 Afficher n.



Exercice V (5 points)
Candidat/e/s ayant choisi la spécialité mathématique

Le but de cet exercice est d’étudier, sur un exemple, une méthode de chiffrement publiée en 1929 par le mathé-
maticien et cryptologue Lester Hill. Ce chiffrement repose sur la donnée d'une matrice A, connue uniquement
de I'’émetteur et du destinataire.

. . e 5 2
Dans tout I'exercice, on note A la matrice définie par: A= (7 7).

Partie A - Chiffrement de Hill

Voici les différentes étapes de chiffrement pour un mot comportant un nombre pair de lettres :

Etape 1 | On divise le mot en blocs de deux lettres consécutives puis, pour chaque bloc, on effectue cha-
cune des étapes suivantes.

Etape 2 | On associe aux deux lettres du bloc les deux entiers x; et x, tous deux compris entre 0 et 25, qui
correspondent aux deux lettres dans le méme ordre, dans le tableau suivant :
A|B|C|  D|E|F|G|H I J K|L | M

o112 ,3|4 5|6 ]7|8]9 101112
NI IO|IP|Q|R|S|T|U|V I W|X|Y]|Z
1314|1516 |17 |18 | 19|20 |21 | 22|23 |24 |25

4!
Y2

X1
X2

Etape 3 | On transforme la matrice X = ( en la matrice Y = ( ) vérifiant Y = AX.

- . . r N c. . .
Etape 4 | On transforme la matrice Y = (y 1) en la matrice R = (rl)’ ou r; est le reste de la division eucli-
2 2

dienne de y; par 26 et r» celui de la division euclidienne de y, par 26.
Etape 5 | On associe aux entiers r; et 1, les deux lettres correspondantes du tableau de I'étape 2.
Le bloc chiffré est le bloc obtenu en juxtaposant ces deux lettres.

Question : utiliser la méthode de chiffrement exposée pour chiffrer le mot « HILL ».

HIdonne X = (;)

5 2\(7 51
AX = (7 7) (8) - (105)
Mais 51 = 25[26] et 105 = 1[26].
25
On en déduit que HI est codé par Y = ( ) ), c’est a dire ZB.

11

w=[a 3= [15)

Mais 77 = 25[26] et 154 = 24[26].

LL donne X = (11)

25
On en déduit que LL est codé par Y = (24), c’est a dire ZY.
On en déduit que HILL est codé ZBZY.

Partie B - Quelques outils mathématiques nécessaires au déchiffrement



1. Soit a un entier relatif premier avec 26.
Démontrons qu’il existe un entier relatif u tel que u x a = 1 modulo 26.
Comme a un entier relatif premier avec 26, d’apres le théoreme de Bézout, il existe deux entiers relatifs
u et vtels que au+26v =1 et alors au = 1[26]

2. On considere I'algorithme suivant :

VARIABLES :
TRAITEMENT :

a, u, et r sont des nombres (a est naturel et premier avec 26)
Lire a
u prend la valeur 0, et r prend la valeur 0
Tantquer #1
u prend la valeur u + 1
r prend la valeur du reste de la division euclidienne de u x a par 26
Fin du Tant que
SORTIE Afficher u

On entre la valeur a = 21 dans cet algorithme.

a. Ona: étape 1 u=1;ua=21;r=21
étape 2 u=2;ua=42;r=16
étape 3 u=3;ua=63;r=11
étape 4 u=4;ua=84;r=6
étape 5 u=5;ua=105;r=1

On a le tableau suivant, jusqu’a I'arrét de 'algorithme.

u 0 1 2 3 4
r 0 21 16 11 6 1
b. En déduire que 5 x 21 = 1 modulo 26.
3. Ona A= > 2 t on note I la matrice: I = 10
. =|, -]e e exl=1, 4
5 2 5 2)(5 2 60 24 39 24 21 0
— 2: — = — = =
a. 124-4 12(7 7) (7 7)(7 7) (84 84) (84 63) (0 21) 211
b. On vient de voir que 124 — A% = 211.
Mais 124 - A* = (121 - A) x A
10 5 2 7 =2
EnposantB-lZI—A-lZ(O 1)—(7 7)—(_7 5)onaBA—211.

c. Démontrons que si AX =Y, alors 21X = BY.
AX=Y=>BAX=BY=>21IX=BY=>21X=BY

Partie C - Déchiffrement
On veut déchiffrer le mot VLUP.

On note X = (xl

X ) la matrice associée, selon le tableau de correspondance, a un bloc de deux lettres avant
2

chiffrement, et Y = (il) la matrice définie par'égalité: ¥ = AX = (? i) X.
2

Si ry et rp sont les restes respectifs de y; et y, dans la division euclidienne par 26, le bloc de deux lettres apres

. RPN . 8]
chiffrement est associé a la matrice R = (r )
2



lel = 7_)/1 - 2_)/2
2lx, = —7_)/1 + 5_)/2
On vient de voir que si AX =Y, alors 21X = BY.

or-{ o[, For-f)

1. Démontrons que: {

X2 -7 5 Y2
) X1 7 =2\ (n
Si21X = BY alors 21 = ou encore
Xo -7 5 Y2

21)61 = 7_)/1—2_)/2
21x, = —7y1+5y2

{ 21)61 = 7_)/1—2_)/2 :>{ 5><21.X1 = 35_)/1—10_)/2
) 21xp, = =7y1+5) 5x21x —35y1 + 25_)/2
Mais d’apres 2: 21 x 5= 1[26].

35=9[26]
—-10=16[26]
—35=17(26]

25 =25[26]

y1=11126]

V2 =12 (26]

9r1 + 1612 [26]
1711+ 251, [26]

21x; = y1—2) N X1
21xp = =7y1+5) X2

20

21
. Déchiffrons le mot VLUP, associé aux matrices (1 1) et (1 5

21
Pour VL associé a la matrice (1 1).

Ona:y;=21=ryety,=11=r,.Onen déduit:

X1 = 9x21+16x11[26] x1 = 1[26]
Xo = 17x21+25x%x11[26] X = 8[26]
VL était le code BI

2
Pour UP associé a la matrice ( 12)

Ona:y; =20=r;ety, =15=r,. Onen déduit:

X3 = 9%x20+16x15[26] X1 = 41[26]
Xo = 17x20+25x%x15[26] X = 13[26]
UP était le code EN

VLUP est le code de BIEN.

)



