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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour faci-
liter la lecture et la compréhension du lecteur. 1l est cependant exclu de faire cela lors de l'examen, le temps est précieux! Il est
par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et
d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Probabilités 5 points

Commun a tous les candidats

Lexploitant d’'une forét communale décide d'abattre des arbres afin de les vendre, soit aux habitants de la commune, soit d
des entreprises. On admet que : parmi les arbres abattus, 30% sont des chénes, 50% sont des sapins et les autres sont des arbres
d’essence secondaire (ce qui signifie qu'ils sont de moindre valeur); 45,9% des chénes et 80% des sapins abattus sont vendus aux
habitants de la commune; les trois quarts des arbres d’essence secondaire abattus sont vendus a des entreprises.

Partie A

Parmi les arbres abattus, on en choisit un au hasard. On considere les événements suivants : C : « l'arbre abattu est un chéne

»»; S : «l'arbre abattu est un sapin »; E : « 'arbre abattu est un arbre d’essence secondaire »; H :« l'arbre abattu est vendu a un
habitant de la commune » .

1. Construire un arbre pondéré complet traduisant la situation.

c Pc(H)=0,459 — H
/ T PC (ﬁ] = O' 541 I
— 5
P(C)=0,30
e —————————————— = y —> ga—
\ \PS[H)zo,zo -
P(E)=0,20
\ PF‘(H-)ZO.ZS/H H
E —/ — 3
pp(H)=> =075 _
H

2. Calculer la probabilité que I'arbre abattu soit un chéne vendu a un habitant de la commune.
La probabilité que I'arbre abattu soit un chéne vendu a un habitant de la commune est :

P(CnH)=Pc(H)xP(C)=0,3x0,459 =0,13770

3. Justifier que la probabilité que I'arbre abattu soit vendu a un habitant de la commune est égale 4 0,5877.
la probabilité que I'arbre abattu soit vendu a un habitant de la commune est P(H). les événement C, S et E formant une
partition de 'univers, d’apres la formule de probabilités totaleson a:
PH)=P(CNnH)+P(SNnH)+P(EnH)
P(H) =0,13770+0,5x 0,8 +0,2 x 0,25
P(H)=0,5877
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4. Quelleestlaprobabilité qu'un arbre abattu vendu a un habitant de la commune soit un sapin 2 On donnera le résultat
arrondia 1073,

La probabilité qu'un arbre abattu vendu a un habitant de la commune soit un sapin est, arrondia 1073 :

P(HNS) 0,5x0,8
= ~ 0,681

P ) = =50~ = 05e77 - L68L

Partie B

Le nombre d’arbres sur un hectare de cette forét peut étre modélisé par une variable aléatoire X suivant une loi normale
d’espérance p = 4000 et d’écart-type o = 300.

1. Déterminer la probabilité qu’il y ait entre 3 400 et 4 600 arbres sur un hectare donné de cette forét. On donnera le
résultat arrondia 1073,

1L = 4000
La variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance p = 4000 et d’écart-
type o = 300. La calculatrice nous donne 4 1073 pres :

0.954 \ (4000; 300?)
X ~ A (4000 ; 300%) => P (3400 < X < 4600) ~ 0,954

P (3400 < X <4600) = 0.954

Calculatrices
m  Surla TI Voyage 200 : TIStat.normFDR(3400 , 4600, 4000, 300) = 0,95449974

m  Sur TI82/83+ : normalcdf(3400, 4600, 4000, 300) ou (fr.) normalfrép(3400 , 4600 , 4000 , 300)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/NORM/Ncd = NormCD(3400 , 4600, 300, 4000 )

2. Calculer la probabilité qu’il y ait plus de 4 500 arbres sur un hectare donné de cette forét. On donnera le résultat
arrondia 1073,

[Propriété 1(P(X>a);a> ,u)]

Sila variable X suit une loi normale .4 (u; 0%) alors :
P(X<p)=05=P(X>p)

De plus pour tout réel a avec a > i : _ P(X>a)

|P(X>a)=05-P(u<X<a)|

La probabilité qu'’il y ait plus de 4 500 arbres sur un hectare donné de cette forét est P (X >4500). On aici:

P (X >4500) =0,5- P (4000 < X <4500) = 0,048

Calculatrices

m  Surla TI Voyage 200 : (0,5— TIStat.normFDR(4000 , 4500, 4000, 300) ): 0,0477903523

m  Sur TI82/83+ : normalcdf(4000 , 4500, 4000, 300) ou (fr.) normalfrép(4000 , 4500 , 4000 , 300)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/NORM/Ncd = NormCD(4000 , 4500, 300, 4000 )
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Partie C

Lexploitant affirme que la densité de sapins dans cette forét communale est de 1 sapin pour 2 arbres. Sur une parcelle, on
a compté 106 sapins dans un échantillon de 200 arbres. Ce résultat remet-il en cause I'affirmation de I'exploitant?

* Analyse des données :

- «Surun échantillon de n = 200 arbres. Il est constaté que 106 d’entre eux sont de type sapin. ». Donc la fréquence
observée d’arbres de type sapin est

f=106+200=0,53 soit f=0,53
- Onveut tester 'hypothése : «la proportion d’ arbres de type sapin est p =50% ».

¢ Intervalle de fluctuation :

[Théoréme 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)]

v n=z=30
Siles conditions suivantes sont remplies: { v np=5
v n(l-p)=5

Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95% de la fréquence F, d'un caractere dans un échan-
tillon de taille 7 est si p désigne la proportion de ce caractére dans la population :

vpld— vpld—
vn vn

On a pour le cas étudié, n =200, p =50 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=200=30
v  np=200x0,5=100=5
v n(l-p)=200x0,5=100=5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil 95% est alors :

p(d-p) vp(l-p) v 0,5x0,5 v 0,5x0,5
I,={p-1,96—; p+1,96———|=|05-1,96 ——; 0,5+1,96 —
Vvn vn V200 V200
Soit puisque les borne sont :
p(l-p) . el e x 103 e ans
= p—1,96 T =~ 0,4307 . On arrondit la borne inférieure par défaut a 10 pres soit 0,43.
- 329
pl-p)

= p+1,96 T ~0,5693 . On arrondit la borne supérieure par exces a2 103 pres soit 0,57.

o = [0,43 ; 0,57]

¢ Conclusion

La fréquence observée appartient a l'intervalle, f = 0,53 € I donc le résultat du contrdle ne remet pas en question
I'hypothese, au seuil de 95%.
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5 points

Exercice 2. Espace

Commun a tous les candidats
Un artiste souhaite réaliser une sculpture composée d’'un tétraedre posé sur un cube de 6 metres d'aréte. Ces deux solides sont

représentés par le cube ABCDEFGH et par le tétraedre SELM ci-dessous.
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On munit l'espace du repére orthonormé (A; Al ; A_]) ; E()) telque:1€[AB], Je[AD], K e [AE]l et Al = A] = AK =1, l'unité
2
= §FE s M estle

graphique représentant 1 metre. Les points L, M et S sont définis de la fagon suivante : L est le point tel que FL
point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH); S est le point d’intersection des droites (BL) et (AK).

1. Démontrer, sans calcul de coordonnées, que les droites (LM) et (BD) sont paralléles.

[Théoréme 2 (Parallélisme de deux droites)]

Si deux plans & et &2’ sont strictement paralléles, tout
plan 2 qui coupe le plan &, coupe aussi le plan &’ et
les droites d’intersection (d) et (d’) sont paralleles.

On applique le théoréme 2. Les droites (LM) et (BD) sont paralleles car elle sont les intersections du plan (SLM) avec les

deux plans paralleles (FGH) et (BCD) .

4/16
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2. Démontrer que les coordonnées du point Lsont L(2; 0; 6)
Dans le repére (A Al ﬁ ZI?) onaF(@®6;0;6)et E(0;0; 6) puisque le cube ABCDEFGH est un cube de 6 metres

d’aréte. Donc en passant aux coordonnées dans 1'égalité vectorielle

2
X, —6== x(—6) B AM H
3 0.4 :
XL —6=—4 '
FL ZF_E) > 0 2 0 — ’ 0 E )
= - —U==X = ! [ <
3 yL 3 yL F ; : o
z21 =6 / E .
6=2x0 FK
z—6=—x / " X
L 3 X )——-—————- —e------zm D
/ | J | e
Les coordonnées du point Lsont L(2; 0; 6).
B c

3.a. Donner une représentation paramétrique de la droite (BL) .
La droite (BL) passant par le pomt B(6;0;0) et de vecteur directeur BL (—4;0;6) est 'ensemble des points M de

I'espace tels que le vecteur BM soit colinéaire a BL . On a alors:

x—6 -4
BL=4M(x;y;2z); BM|y-0(=tBL]| 0|, teR
z—0 6

Une représentation paramétrique de la droite (BL) est donc

3.b. Vérifier que les coordonnées du point S sont (0; 0; 9)
Danslerepeére |A; Al ; AJ ; AK |lepoint S estde coordonnées S (0; 0; zs) car il appartient a la droite (AE). Par ailleurs

S appartient a la droite (BL) donc ses coordonnée vérifient

3
r=2>
Xs=—-4t+6=0 2 Xg =
ys:O — xS:O — Vs =
¥s=0 zs=9

zs =6t
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4. Soit; le vecteur de coordonnées (3; 3 ; 2).

4.a. Vérifier que ; est un vecteur normal au plan (BDL).

R
Un vecteur n est normal a un plan si, et seulement si, il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de ce
plan.

Les vecteurs BD et BL ne sont pas colinéaires et engendrent donc le plan (BDL).

E M H
3 -6 i AN
n|3|.BD| 6 |=-18+18+0=0 !
B(6;0;0) - — H
2 0 n LBD =0 F ! o
D(©0;6;0 =1 —<{ T3
3 -4 n LBL =0 [ .
L(2;0;6) — — ;K|
n|3|.BL| 0 |=-12+0+12=0 / iA
I e -z D
2 6 i e
B C

Donc d’apres le théoreme 3, le vecteur ; est normal au plan (BCD) car il est orthogonal a deux vecteurs BD et ﬁ
non colinéaires de ce plan.

4.b. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan (BDL) est3x+ 3y +2z—-18=0.

Propriété 2

Soit vecteur u non nul et un point A de 'espace. Lunique plan & passant par A et de vecteur normal u est
I'ensemble des points M tels que AM . u =0.
Dans un repere de I'espace, son équation est alors de la forme :

X—Xxa a
AM |y—ya|.u|b|=0=a(x—xa)+b(y—ya)+c(z—2z4)=0
Z—2ZA c
Donc d’apres la propriété 2 :
xX—6 3
M(x;y;2)e(BDL)«<=BM |y-0|.n|3]|=0
z—-0 2

M(x;y; 2)€(BDL) <= 3(x—6)+3y+2z=0

(BDL) : 3x+3y+2z—-18=0

x=0
4.c. On admet que la droite (EH) a pour représentation paramétrique: { y=s ,s € R. Calculer les coordonnées
z=6
du point M.
Le point M est le point d'intersection de la droite (EH) et du plan (BDL). Ses coordonnées sont donc solution du sys-
teme :
x=0 x=0 x=0 §s=2
= = = =0
y=s {7’ {77 S
z=6 z=6 z2=6 y=2
3x+3y+2z-18=0 0+3s+12-18=0 3s=6 z2=6

Le point M a pour coordonnées M(0; 2; 6).
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5. Calculer le volume du tétraédre SELM.

1
V= 5 X -dELM x SE
E©;0;6)
Le triangle ELM est rectangle en E et { M(0; 2; 6) i
L(2;0;6) o B

donc EM =2 = EL soit :
ELxEM 2x2
= =2u.a.
'K

=4 =—
ELM 2 2
l" A \
/ }—-—-‘]——————-———’—‘—’:::: D

S0;0;9
e Par ailleurs ( ) donc ES =;
E@0;0;6)

Conclusion :
B

1 3
V==-x2x3=2m
3
6. Lartiste souhaite que la mesure de I'angle SLE soit comprise entre 55° et 60°. Cette contrainte d’angle est-elle res-

pectée?
On va classiquement calculer le produit scalaire de deux facons.
-2

e D’une part:
L(2;0;6) -2
S(0;0;9 =1IS|0|.LE| 0 |=4+0+0=4
E;0;6) 3 0

e D’autre part: On est dans un repere orthonormé donc
-2 -2
LS=v4+9=v13m

IS{o|etZIE| 0 |=
{LE:ﬂ:Zm

3
ﬁ.ﬁ:LFxLExcosS/szb/ﬁcosS/Lf

et donc
¢ Conclusion :
— cosSLE = — SLE ( ) 56,31°
cos =— = arccos ~ 56,
2v13 2v13

E.ﬁ:Z\/ﬁcosS/IE

{L? .LE =4
La contrainte d’angle est respectée car l'artiste souhaite que la mesure de 'angle SLE soit comprise entre 55° et 60°.

7/16
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Exercice 3. Fonctions 5 points

Commun a tous les candidats

Il dessine ce logo a l'aide des courbes de deux fonctions f et g définies sur R par : f(x) = e™*(—cosx +sinx+1) et g(x) =
—e*cosx. On admet que les fonctions f et g sont dérivables sur R.

Partie A - Etude de la fonction f

1. Justifier que, pourtoutxeR : —e * < f(x) <3e™*.
Pour toutréel x de R :

= —-1<(-cosx+sinx+1)<1

—1<-cosx=<1
—1<sinx<1

Or pourtout x€R : e * >0 donc

e *<e ¥(—cosx+sinx+1)<e”

fx)

X

Pourtout xeR :

‘—e_xsf(x) <3e_x‘

2. Endéduirelalimite de f en +oo.

lim eX=0

X—-oo = lim e *=0
lim —x=—-oo parcomposition X—+00
X—+00

Donc en passant a la limite dans I'inéquation précédente, par théoréme d’encadrement on obtient :

xllI_P e_x =0 = x1—1>r"1:100 f(X) =0
—+00

{—e‘xsf(x) <3e™*

3. Démontrer que, pour tout x € R, f'(x) = e *(2cosx — 1) oi1 f’ est la fonction dérivée de f.

R — R
]

x — f(x)=e ¥ x(—cosx+sinx+1)

La fonction f est dérivable sur R.
La fonction f est de la forme uv donc de dérivée u'v + uv’ avec:

ux)=e™* ;o ou(x)=—e™*
VxeR; f(x)=ulx) xv(x) : . .
v(x)=(—cosx+sinx+1) ; v'(x)=(sinx+cosx)
Onadonc:
VxeR, f/(x)=u(x)x v(x)+ulx) x v'(x)
fl(x)=—e *x(-cosx+sinx+1)+ e " x (sinx+ cos x)
f'(x): e ¥ (cosx—sinx—1+sin x+ cos x)
Soit

VxeR; f/(x)=e *(2cosx—1)
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4. Dans cette question, on étudie la fonction f sur I'intervalle [-7 ; 7].

4.a. Déterminer le signe de f'(x) pour x appartenanta l'intervalle [-7 ; x].

Sur l'intervalle [-7; 7] ona: // jq\

1 T T /
2c0sx—1=0 < cosx=>— < ——;—] / / \
2 3 3 7T
/\3
Par ailleurs I'exponentielle étant strictement positive sur R, le facteur \"
e *>0etonobtient : ) 5

ffx)=20 = xe[—g; %]
\ /

f’(x)sOc»xe[—ﬂ;—%]U[g;n] \\\ //

4.b. Endéduire les variations de f sur [-7;7].

7 7
X -7 —= - 7
3 3
Signe de f'(x) - 0 + 0 -
2e”™ = 46.28 =~ 0.48
Variations de f \ / \
=~ -1.04 2e7 " =0.09

Partie B - Aire du logo

On note €5 et € les représentations graphiques des fonctions f et g dans un repére orthonormé (O, 1, ] ) Lunité graphique
est de 2 centimeétres. Ces deux courbes sont tracées en ANNEXE.

1. FEtudier la position relative de la courbe ¢ s par rapport a la courbe g sur R.

Pour toutréel x deRona:
flx)—g(x)=e *(sinx+1)

Or pour toutréel x de R :

e >0 — f(x)—g(x) = e (sinx+1)=0
(sinx+1) =0 g = N

La courbe 6 est au-dessus de lacourbe 6, sur R
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2. Soit H la fonction définie sur R par : H(x) = (

etx =

2.a. Hachurerle domaine 2 sur le graphique en annexe a rendre avec la copie.

3

[}
]
1
[]
1
[]
1
(]
1
1
1
1
L
0
i
|
i

cosx

sinx

1) e *. On admet que H est une primitive de la fonction
x — (sinx+1) e * sur R. On note 2 le domaine délimité par la courbe %f, la courbe 6, estles droites d’équation x = —
2

T

2
1
4 Cf
T T
."_______ L Ty y
2 -1 ',f 0 i )/ c 5
, // g
-_“" —’/
/
L

2.b. Calculer, une unité d’aire, Paire du domaine 2, puis en donner une valeur approchée a 102 prés en cm2.

Lafonction & : x— f(x)—g(x) définie sur R est positive d’apreés la question (B.1) et continue . Donc l'aire du domaine
D est donné, en unités d’aire par :

Or1u.a.=4cm? donc

www.math93.com /www.mathexams.fr

1
of = (_Ee—Sn/2+

31
szf:fz f(x)—gx) dx

.

ofz)-

of = _16—37[/2

+len/Z
2 2

N =

©ISSN 2272-5318

e”/z) x 4 cm? ~ 9,60 cm?
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Exercice 4. Obligatoire : Suites 5 points

CANDIDATS N’AYANT PAS SUIVI ’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Le directeur d’'une réserve marine a recensé 3000 cétacés dans cette réserve au 1° juin 2017. 1l est inquiet car il sait que le
classement de la zone en « réserve marine » ne sera pas reconduit si le nombre de cétacés de cette réserve devient inférieur a 2 000.
Une étude lui permet d’élaborer un modele selon lequel, chaque année : entre le 1° juin et le 31 octobre, 80 cétacés arrivent dans
la réserve marine; entre le 1 novembre et le 31 mai, la réserve subit une baisse de 5 % de son effectif par rapport a celui du 31
octobre qui précéde. On modélise I'évolution du nombre de cétacés par une suite (u,). Selon ce modele, pour tout entier naturel
n, u, désigne le nombre de cétacés au 1° juin de 'année 2017 + n. On a donc ugy = 3000.

1. Justifier que u; =2926.
u1 désigne le nombre de cétacés au 1°' juin de 'année 2017+ 1 = 2018.
Entre le 1° juin et le 31 octobre, 80 cétacés arrivent dans la réserve marine; entre le 1¢ novembre et le 31 mai, la réserve
subit une baisse de 5 % de son effectif par rapport a celui du 31 octobre qui précede soit de (ug + 80) . Effectuer une baisse
de 5 % c’est multiplier par 0,95 donc:
u; = 0,95 x (up +80) =2926

2. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,.; = 0,95u, + 76.
Pour n entier, u,.; désigne le nombre de cétacés au 1¢' juin de 'année 2017+ (n+1).
Entre le 1°" juin et le 31 octobre, 80 cétacés arrivent dans la réserve marine; entre le 1¢ novembre et le 31 mai, la réserve
subit une baisse de 5 % de son effectif par rapport a celui du 31 octobre qui précede soit de (u,, +80) . Effectuer une baisse
de 5 % c’est multiplier par 0,95 donc:
Up+1 =0,95 x (u, +80) =0,95u, + 76

3. Alaide d'un tableur, on a calculé les 8 premiers termes de la suite (u,). Le directeur a configuré le format des cellules pour
que ne soient affichés que des nombres arrondis a l'unité.

B C D E F G H I
n 0 1 2 3 4 5 6 7
2| u, | 3000 | 2926 | 2856 | 2789 | 2725 | 2665 | 2608 | 2553

Quelle formule peut-on entrer dans la cellule C2 afin d’obtenir, par recopie vers la droite, les termes de la suite (z,) ?

=0.95%B2+76

4, 4.a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, = 1520.
Notons pour tout entier naturel n = 0 le postulat

(Pp) @ up =1520

¢ Initialisation
Pour n =0, le postulat (Py) est vrai puisque :

up =3000=1 520
e Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.
Up+1 =0,95u, +76

On applique alors 'hypothése de récurrence qui implique que : (P;) soit vérifié et donc que
un = 1520

{u,m =0,95u, +76

= 0,95u;, +76=0,95x 1520+ 75 =1 520
u, =1520 —_——

Un
On a alors montré que u,+; = 1520 et donc que (P,+1) est vrai.
¢ Conclusion

On a montré que (Py) est vrai. De plus, si 'on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il 'est aussi au rang suivant,
(Pp+1) est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n = 0.
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4.b. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
Pour n entier naturel on a:
Up+1 — Up=0,95u, +76 — uy,
=-0,05u, +76

up 21520 = -0,05u, <-0,05x1520=-76

Up+1 — U =—0,05u, +76
Upe1 —Up < —76+76

Up+1 — Up<0

La suite (u;,) est donc décroissante.

4. c. Justifier que la suite (u,) est convergente. On ne cherchera pas ici la valeur de la limite.
Onvient de montrer que la suite (u,) est décroissante et minorée par 1 520 donc la suite est convergente vers L = 1 520.

5. Ondésigne par (vy,) la suite définie par, pour tout entier naturel n, v, = u, — 1520.

5.a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,95 dont on précisera le premier terme.

Les suites (u,) et (v,) sont définies pour tout entier » par :

Ug =3000 Vo
(up) : (vn):
Upy1 =095xu,+ 76 v, =uy—1520

Pour tout entier n=0on a:

Un+1 = Up+1 —1520

Up+1 = (0,95 uy, + 76) —1520

Up+1 =0,95 x uy, —1444
—1444

0,95 )

Vn+1 = 0,95 x (u, —1520)

Un+1=0,95x vy

Un+1 =0,95 x [ u, +

La suite (v,) est donc une suite géométrique de raison g = 0,95, et de premier terme vy = 1480 puisque :

Vo= Up —-1520
vo =3000 —1520
vo = 1480
Soit :
Vo =1480
(vn): ;Vn=0
Vn+1 =0,95x vy,

5.b. Endéduire que, pour tout entier naturel n, u,, = 1480 x 0,95" + 1520.

La suite (v,) est géométrique de raison g = 0,95, et de premier terme vy = 1480 donc son terme général est

Vn=0; v, =vox (q)"°

Soit

Vnz0; v, =1480 % (0,95)" |

Del'égalité définie pour tout entier n=0:
vn = U —1520
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On peut en déduire I'expression :
U, =v,+ 1520

Soit :

VYn=0; u,=1480x (0,95)" + 1520

5.c. Déterminer la limite de la suite (u,,).

Théoréme 4

. 4 . . . n:
Sile réel g est tel que : 1<q<10na.nl_1’r£1oo q" =0.

Ici-1<g=0,95<1etdapresle théoreme 4 ona: nliIP (0,95)" =0.Donc:
—+00

lim 1480 x (0,95)" =0=> lim (1 480 x (0,95)" + 1 520) =1520
n—+o0o n—+00

Un

Ce qui nous donne la limite de la suite (u;) :

lim wu,=1520
n—+oo

6. Recopier et compléter I'algorithme suivant pour déterminer 'année a partir de laquelle le nombre de cétacés pré-
sents dans la réserve marine sera inférieur a 2 000.

n<o0

u — 3000

Tant que u =2 000
n—n+1l
u—0,95xu+76

Fin de Tant que

La notation «— » correspond a une affectation de valeur, ainsi « n — 0 » signifie « Affecter a n la valeur 0 ».

7. Laréserve marine fermera-t-elle un jour? Si oui, déterminer 'année de la fermeture.
Le directeur est inquiet car il sait que le classement de la zone en « réserve marine » ne sera pas reconduit si le nombre de
cétacés de cette réserve devient inférieur a 2 000. On va donc résoudre I'inéquation u, < 2000.

Pour tout entier naturels 7 :

Up <2000 < 1480 x 0.95" + 1520 < 2000

<= 1480 x 0.95" < 480
480 12

—095"<——=—
1480 37
En composant par la fonction x — In x définie et strictement croissante sur ]10; +oo[, ona:
L 12
U, <2000 <=1n0.95" <In 37
On applique alors la propriété In a” = nln a définie pour a > 0 et n entier :

12
Up <2000 < nIn0.95 <In 37

En divisant chaque membre par In0.95 < 0, I'ordre change et :

U, <2000 <= n> =~ 21.95
In0.95

Puisque 7 est entier, I'ensemble des solutions de'inéquation est donc composé des entiers naturels supérieurs ou égaux a 22.

Conclusion : la réserve marine fermera en 2017 + 22 = 2039.
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Exercice 4. Spécialité : Matrices et suites 5 points

CANDIDATS AYANT SUIVI ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Le droit de péche dans une réserve marine est réglementé : chaque pécheur doit posséder une carte d'accréditation annuelle. Il
existe deux types de cartes : une carte de péche dite « libre » entre parenthése le pécheur mais pas limité en nombre de poissons
péchés); une carte de péche dite « avec quota » (le pécheur ne doit pas dépasser une certaine quantité hebdomadaire de poisson).
On suppose que le nombre total de pécheurs reste constant d'année en année.

On note, pour l'année 2017+ n : ¢, la proportion de pécheurs possédant la carte de péche libre; q, la proportion de pécheurs
possédant la carte de péche avec quota. On observe que : chaque année, 65 % des possesseurs de la carte de péche libres achete de
nouveaux une carte de péche libre 'année suivante; Chaque année, 45 % des possesseurs de la carte de péche avec quota acheté
une carte de péche libre l'année suivante; En 2017, 40 % des pécheurs ont acheté une carte de péche libre. On a donc ¢, = 0,4 et

¢
go = 0,6. On note, pour tout entier naturel n, P, = ( n).
qn

0,35 0,55
Notons L I’'événement «le pécheur posséde une carte de péche libre » et Q I'événement « le pécheur possede une carte de
péche avec quota » . On obtient donc le graphe probabiliste suivant :

0,65 0,45
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, P,.; = MP,, ot M estla matrice carrée ( ’ ’ )

0,35

0,45

La matrice de transition M se construit a partir des probabilités suivantes :

e 1%*ligne : probabilité d’aller de L vers L, de L vers Q;
e 2¢meligne : probabilité d’aller de Q vers L, de Q vers Q.

On obtient donc :

0,65 0,35
M =
(0,45 0,55)

Pour tout entier 7z on a alors :

{£n+1=0,65€n+0,45qn (z,m) (0,65 0,45) (zn
. _

= = Py11=MPy
qgn+1=0,55¢q, +0,35¢, 0,35 0,55)\qn I

qn+1

2. Calculer la proportion de pécheurs achetant une carte de péche avec quota en 2019.
La proportion de pécheurs achetant une carte de péche avec quota en 2019 est donnée par ¢ or :

0,556

2 ! 07 0,444

) — g =0,444
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3. Unlogiciel de calcul formel donne les résultats ci-dessous :

. M := {{0,65,0,45}, {0,35, 0,55}}
0.65 0.45
o v M:= TQ
(0.35 0.55) 5 Lo
) P0:={{0.4é,i0.6}} ° . (0 1)
Py:i=|"
o | VP (0.6) 6 | <
= {{9,1},{7,-1}} ° I
3 Q'_{{r ’ ’ 0 1
9 1
° v Q:=( ) D:=TMQ
7 -1
7 1 0
T:={{1/16,1/16},{7/16,-9/16}} - D::( 1)
4 11 ° 0 3
16 16

En vous appuyant sur les résultats précédents, répondre aux deux questions suivantes :

3.a. Justifier que Q est une matrice inversible et préciser sa matrice inverse. On notera Q! la matrice inverse de Q.
D’apres le logiciel :

Donc Q est une matrice inversible et

3.b. Justifier que M = QDQ~! et démontrer que, pour tout entier naturel 7z non nul : M” = QD" QL.
D’apreslaligne7ona:
D=Q'MQ<QDQ '=M

Notons pour tout entier naturel 7 = 0 le postulat
(Py) : M"=QD"Q™!
¢ Initialisation
Pour n =0, le postulat (Py) est vrai puisque :
M°=1d et QD°Q'=QxIdxQ '=1Id

e Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.

Ml’l+1 — M x Ml’l
=QDQ ' x M"
On applique alors I'hypothése de récurrence qui implique que : (P,) soit vérifié et donc que M = QD"Q™! :
Mn+l - QDQ—I x QDnQ—l
——
Id
=QDD"Q™!
- QDn+l Q—l
On a alors montré que M"™! = QD" Q! et donc que (P;,+1) est vrai.

¢ Conclusion
On a montré que (Py) est vrai. De plus, si'on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il 'est aussi au rang suivant,
(Pp+1) est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n = 0.
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] 1 [9+7%0,2" 9-9x0,2"
4. Onadmet que, pour tout entier naturel n non nul, M" = ¢ .
7-7x0,2" 7+9x0,2"
4.a. Démontrer que pour tout entier naturel n, P,, = M" P,.
Notons pour tout entier naturel n = 0 le postulat
(Pn) : Pp=M"Py

¢ Initialisation
Pour n =0, le postulat (Py) est vrai puisque :
M°Py =1d x Py = P,

e Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, (P,) soit vérifié et montrons qu’alors il est aussi vrai au rang n + 1.

Pyi1=MPy

On applique alors 'hypothese de récurrence qui implique que : (P,) soit vérifié et donc que P, = M" Py :

Pyi1=MPy,
=Mx M"P,
=Mn+1P0

On a alors montré que P41 = M"™1 Py et donc que (Pj+1) est vrai.

¢ Conclusion
On a montré que (Py) est vrai. De plus, si 'on suppose le postulat (P,,) vérifié, alors il 'est aussi au rang suivant,
(Pp+1) est vrai. De ce fait la relation est vrai pour tout entier n = 0.

4.b. Justifier que, pour tout entier naturel n: ¢, = % - % x 0,2",
Pour n entier :

) ¢,\ 1 (9+7x02" 9-9x0,2"\ (0,4
Pp=M"Py <> =7 .

gn]  16\7-7x0,2" 7+9x0,2") \0,6

ly= 1—16 [0,4(9+7%0,2")+0,6(9-9%0,2")]

1
=—(3,6+2,8x0,2"+54-5,4x0,2")

" 16
1 n
=—(9-2,6x0,2")
16
9 13
lh=——-—x0,2"
16 80

5. Laproportion de pécheurs achetant la carte de péche libre dépassera-t-elle 60 % ?
Pour tout entier nona:

13 13
— x0,2">0etdonc—— x0,2" <0
80 80

De ce fait pour tout entier n :
9 13

=——-—X
16 80
La proportion de pécheurs achetant la carte de péche libre ne dépassera pas 60 %

9
ly 0,2" < —=0,56<0,6
16

«» Fin du devoir &
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