Prépa a la prépa - juin 2020 - Correction

3 Séance n°3

3.1 Exercice n°1

On note a, b et ¢ les trois solutions de 1’équation z3 + 2o — 1 = 0. Calculer a® + 0% + 2.
On note a, b et ¢ les racines de x® + 22 — 1 = 0. Alors cette équation est équivalente a

(x—a)(x—=b)(zr—c)=0
et on peut identifier les coefficients.

On développe, et I'équation est alors équivalente a

(xQ—(a+b)x+ab) (x—c)=0,

c’est-a-dire
23— (a+b+c)x* + (ab + bc+ ca) v — abc = 0
a+b+c=0

Par identification, ¢ ab+ bc + ca = 2. On notera S = a+b+c, T = ab+bc+ca et P = abc.
abc =1

On cherche K = a® +b? + ¢*. Cherchons d’abord une facon d’exprimer Ky = a? + b + ¢2,
pour simplifier le probleme et comprendre la méthode.

Ona(a+b+c¢) = a2+ +c+2(ab+bc+ ca). Dou §? = K, + 2T. 11 vient que
Ky = 5% -2T.

Cherchons maintenant K. On développe (a + b+ ¢)®.
(a+b+¢)° = (a+b)°3(a+b’c+3(a+b)c+c

a® + 3a%b + 3ab® + b® + 3a’c + 6abe + 3b%c + 3ac2 + 3bc? +
= a®+ b+ + 3(a®b + ab*a’c + V?c + ac® + be?) + 6abe

Calculons S x T :

SxT = (a+b+c)(ab+ be+ ca)
= a®b+ abc + ac® + ab?® + b%c + abc + abe + be? + ac?

= (a*b+ a*c+ ab®* + b*c + bc* + ac?) + 3abe
Ainsi a®b + a’*c + ab® + b?’c + bc® +ac® =S x T — 3P.
On en conclut que S* = K +3(S x T —3P) +6P.
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Donc K = S% — 3ST + 3P dans le cas général. Donc, avec les hypotheéses du probléme :

A+ +E=0-0+3x1=3

3.2 Exercice n° 2
Soit f une fonction dérivable sur R vérifiant f (f (z)) = g + 3.
Exprimer f (:26 + 3) en fonction de f(z) et en déduire que f est une fonction affine.

On sait que f (f (z)) = g + 3 (x), que 'on peut aussi noter fo f(x) = g + 3 (%)

Par associativité de la composition fo (fo f) = (fo f)o f. Ainsi, en composant par f
a gauche dans (x), on a

Notons cela .
For(r@)=1(5+3)

En remplagant f(z) par x dans (x%), on obtient

fortran =243
Donc
VxER,f(ng?))—f(;)JrB

x
Or, on sait que f est dérivable, et © — 5 + 3 aussi. On dérive membre a membre pour
obtenir

Vxe]R,;f’ (§+3) :;f/(x)

x
Donc f’ (2 + 3) = f'(z). Pour montrer que f’ est constante, on s’intéresse a la suite

(Un),en Premier terme ug = = définie par la relation

1
Vn e N uy = iun+3

x
Les premiers termes de cette suite sont uy = =, uy = §uo +3 = 5 + 3, et donc la suite

(f/(u”))neN est constante.

En étudiant la suite (u,),, oy, on montre qu’elle converge vers 6.
Par continuité de f sur R, on obtient

Ve €R, /() = lim f (un) = f’< lim un> — 1(6)

n—-+00 n—-+00

Ainsif’(x) = f'(6), donc f’ est constante et donc f est affine.
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3.3 Exercice n°3

Montrer que toute fonction est la somme, d’une unique facon, d’une fonction paire et
d’une fonction impaire.

Supposons le probleme résolu, et notons respectivement p et ¢ respectivement les deux
fonctions paire et impaire. Alors

Vi € R, [(x) = plx) + i(2) 1)
Ainsi

Ve eR, f(—z) =p(—z)+i(—x)
B vz € R, f(~) = p(x) — i(z) 2)
On ajoute les équations [l| et [2[: f(z) + f(—x) = 2p(x)

On retranche les équations|ljet 2| : f(z) — f(—x) = 2i(z)

fla)+ fl=a) oo F@) = f=a)
Ty il =Te

I'unicité de la décomposition demandée.

Donc p(x) = , et on a donc montré I'existence et

3.4 Exercice n°4

Si a est un réel strictement positif et b un réel quelconque, on définit < a puissance b > par

Clb _ eblna.

1,.0001)*
Déterminer xl_l}lloo (’962020)

On a les égalité suivantes, grace a la notation introductive,

(1,0001)" R . 21n(1,0001)—2020 In z . z(1n(1,0001)—2020 22
$—l>r—ir-loo 22020 - 33—1>I-Poo 2000 In z - LBEI—POOG 931—1>I—Pooe ( : )
. Inz ) Inz
Or, lim — = 0, donc lim z (In(1,0001) —2020— | = 400 et on conclut, par
r—+o00 r—+00 x
composition, que
. (1,0001)"
lim ——— =+

z—sFoo 2020

Remarque : Cela signifie que 1,0001% dépasse 2°2° & partir d’'un certain rang, ce qui

n’est pas intuitif! Par des méthodes informatiques, on trouve que ce rang est environ
4 x 108, i.e. 1,001% > 22020 3 partir de x supérieur & 400 millions...



3.5 Exercice n°5

Montrer que la somme de cing carrés parfaits d’entiers consécutifs n’est jamais un carré
parfait.
On consideére 5 entiers consécutifs

a—2,a—1,a,a+1,a+2

S =(a—2)"+(a—1)+d’+(a+1)°+(a + 2) = d®—4da+4+d*—2a+a>+a’>+a>+2a+14a’*+4a+4

On simplifie, et on obtient S = 5a? + 10 = 5 (a* + 2).

Par 'absurde, suppose que S = 5 (a® + 2) est un carré parfait, i.e. qu’il existe un entier
b tel que 5 (a* +2) = V°.

On constate que b? est un multiple de 5, et donc b est un multiple de 5. Posons b = 5c.

Il vient
5 (a” +2) = (5¢)* = 25¢’

D’out a® + 2 = 5¢%. Faisons maintenant un tableau de congruences de carrés modulo 5

a 01112314
a’ 01114141
a?+21(2(3[1]1]3

D’out a® 4 2 n’est jamais un un multiple de 5. D’ott contradiction.
Ainsi 'équation a®+2 = 5¢2 n’a pas de solutions, et donc la somme de cinq carrés parfaits
d’entiers consécutifs n’est jamais un carré parfait.

3.6 Exercice n°6

Soit un entier n > 0.

a) Déterminer, dans C, les racines n-iemes de 1, i.e. les solutions de 'équation z" = 1.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On veut résoudre z" = 1.

Remarque : 2" = 1, donc |2"| = |1], i.e. |z|" = 1. Or, |z| est un réel positif. Donc
|z| = 1.

Posons z = €', avec a € R. L’équation 2" = 1 peut donc s’écrire

()" =1

i.e.

i.e.



On a donc na = 0[27].

2k
Donc dk € Z,na = 0 + 2kmn, et donc o = il
n

i2k7‘r

On choisit n entiers consécutifs, par exemple de 0 a n — 1, et on obtient 2z, = '™ .

Calculer alors le produit de ces racines n-iemes.
5 n—1
n—1 24 k )
Pl e —e” & B omtin
k=0

Sin — 1 est pair (i.e. n impair), P = 1.
Sin — 1 est impair (i.e. n pair), P = —1.

Résoudre l'équation (z — )" = (z +1)".
—i n’est pas solution de cette équation, ainsi cette équation est équivalente a

(z —4)"
(z+1)
ie. .
z—1\"
=) -
Z+1
Notons Z = : ; Z Les solutions de I’équation Z™ = 1 sont donc les nombres com-
zZ41

plexes z tels que Z est une racine n-ieme de l'unité, i.e. tels que Z = eiszﬁ, avec
ke [0,n—1].

z—1
On cherche donc les z solutions de 'équation. De 'égalité Z = i on a
Z+1

Z(z41) = z—i,ie. Zz47Zi = z—i,ie. Zz—z = —Zi—i,ie. 2 (Z — 1) = —i(Z + 1),

Z+1
Z#1, z=—i i
ie, pour Z #1, z ZZ—l

Puisque Z # 0, la valeur k = 0 est exclueet n > 1. Or, Z = ei%TW, avec k € [1,n—1].
On obtient donc

-2k

et 41
2= Tl
e — 1

Grace a I'angle moitié, on obtient :

Et on fait apparaitre les formules d’Euler au numérateur (en multipliant et divisant
par 2) et au dénominateur (en multipliant et divisant par 2i), pour obtenir :



3.7

Gk _jkm
jkm e’n +e 'n
e X 2 X _—
2
z=—1 e i
. jkm e'n —€e "n
29 xen | —
2

km

La quantité entre parentheses au numérateur vaut cos ()

n

km
La quantité entre parenthéses au dénominateur vaut sin ()

n
- km
26 cos <>
_ n
z=—1
- km
it sin ()
n
On simplifie le numérateur et le dénominateur par 26"%, et on obtient

cos (k—”>
. \nJ
sin (k—“)

n

Donc les solutions de I’équation sont de la forme

Ainsi

k
z = —cot <W>,aveck:€ [1,m—1] et n > 1.
n

Exercice n° 7

1
Déterminer les nombres complexes z non nuls tels que 2’ = z + — soit un réel.

z
Posons z = re*, avec r > 0 et 0 réel. Alors :
)

reto
r

1

= rcos(a)+irsin(a) + - cos (—a) + —isin (—a)
r r
i 1 L. .
= rcos(a)+irsin(a) 4+ —cos (o) — —isin (a)
T r

_ ((r + i) cos (0)) v ((r - i) sin (9)>



Ainsi

1
ZER +— (T—)sin&zo
r

1 )
<— r——=0ousind =0
r

< r’ —1=0ousinf =0
< (r=1lour=—1)ousinf =0

Or, r > 0, donc le cas r = —1 est exclu. Le cas sin # = 0 signifie que z € R.

1
Donc (2 = z + — est réel) si et seulement si (z est de module 1 ou z est réel).
2

1
b) Déterminer les nombres complexes z non nuls tels que 2z’ = 2+ — soit un imaginaire
z
pur.

Par le méme calcul qu’a la question précédente, on a

= ((7‘ + i) cos (9)) i ((7‘ _ i) sin (9))

On peut traduire que le fait que 2z’ est imaginaire pur (ce que 1'on note 2z’ € iR)
ainsi

1
2 e iR < (r—)cosﬁz()
r

1

< r+-=0o0ucost =0
r

«— r241=0o0ucosf=0

Or, r € R, donc I'équation 2 + 1 = 0 n’a pas de solution. Ainsi 2’ est imaginaire
pur si et seulement si cosf = 0, i.e. z est imaginaire pur.

3.8 Exercice n° 8 : Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f et g deux fonctions continues sur |a, b].
Montrer alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les intégrales :

(/abf(t)g(t) dt>2 < (/abﬁ(t) dt) (/@bg?(t) dt)

Notons, pour A € R,

PO = [ (70) + dg0)* i )

b
Ona P()\) = / F2(t) + 2Xf(t)g(t) + A2g*(t) dt. Par linéarité de I'intégrale, on obtient

a

P = /ab F2() dt + zA/abf(t)g@) dt + A2 /bg2(t) dt
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Par la définition (), P (\) est I'intégrale d'une fonction positive, donc P (A) > 0. De
plus, P (\) est un polynéme du second degré (en \) de signe constant (toujours positif).
D’ou A < 0.

On calcule A = (2 /abf(t)g(t) dt>2 — 4/; fA(t)dt /abg(t) dt

= 4 </abf(t)g(t) dt)2 - 4/ab fA(t)dt /abg(t) dt

On obtient

b 2 b b
A<L0+=14 (/ ft)g(t) dt) —4/ f2(t)dt/ g(t)dt <0
c’est-a-dire, en divisant chaque membre par —4 :
b 2 b b
([ rwatrar) = ([ Poa) ([ ¢ <o
d’ou le résultat attendu.

3.9 Exercice n°9

i nn+1
Pour tout entier n > 0, on sait que S; = Z k= (2) et que
k=1

S, — 2": 12 n(n+1) (2n—|—1)‘
k=1 6
n—1 n
Exprimer Sy = > (h+ 1)* de deux facons pour déterminer S5 = >k
h=0 k=1

On développe (h + 1)4 :
(h4+1)* = h* + 4h% + 60% +4h + 1

Par changement de variable, on a Sy = Z Rt
h=1

Ainsi, on a
n—1 n—1
Z (h+ 1)4 = z h* + 4h3 4+ 6h* + 4h + 1 par le développement introductif
h=0 h=0
n n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Z ' = Z ht + 42 h® + GZ h% + 42 h + Z 1 par linéarité de la somme
h=1 h=0 h=0 h=0 h=0 h=0
n n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
SNort=> ht = 4Y K +6> hP+4Y h+> 1
h=0 h=0 h=0 h=0 h=0 h=0



On en conclut que

n—1 n—1 n—1 n—1
nt =4 K +6) WP +4> h+> 1
h=0 h=0 h=0 h=0

—1)ni2n—-2+1) nn-1)2n-1)

On a:
. nz_:lh?:(”
h=0
. "z_:lh:n(n—l)
h=0 2
n—1
« > 1=n
h=0
On a donc <—
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<~
<
2 12
Donc 53:7n (n4+ )

6 6
n—1 o o o
n4:42h3+6n(n 1) (2n 1)+4n(n 1)+n
h=0 2
n—1
n* =4y hP+nn-1)2n—1)+2n(n—1)+n
h=0
n—1
n*—nn—1)2n—1)—2n(n—1)—n=4> A’
h=0
n—1
n'—(n?—n)(2n—1)—2n*+2n—n=4> K’
h=0

n—1
n4—2n3—|—n2+2n2—n—2n2—|—2n—n:4z h?
h=0

n—1
n* — 2n3 4+ n? :42 h?
h=0

n4—2n3+n2:4<2h3—n3>

h=0

n* —2n3 4+ n? :42 h? — 4n?
h=0

n* 4+ 2n3 4+ n? :42 h?
h=0

1 n
4 h=0

n?(n?+2n+1) _z”:hg

omaraue 5, (205 (354’
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3.10 Exercice n° 10

Montrer que pour tout réel = et tout entier naturel n, |sin (nz)| < n [sin z|.
Raisonnons par récurrence pour montrer que

Vo € R,Vn € N, [sin (nz)| < nsinz|

o Initialisation : pour n = 0, on a [sin (0)| = 0 et 0|sin (z)| = 0. Donc 1’égalité est
vraie pour n = 0.

o Hérédité : on suppose que, pour un certain n € N, on a

Vo € R, [sin (nx)| < n |sin x|

Alors [sin ((n + 1) z)|

|sin (nx) cos () + sin () cos (nx)|
)

< [sin (nz)| |cos ()| + |sin (x)| |cos (nx)| par inégalité triangulaire
< [sin (nz)| x 1+ [sin (x)| x 1 car cos est borné par 1

< nlsin(z)| 4 |sin (z)| par hypothese de récurrence

< (n+1)fsin(2)

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
o Ainsi la propriété est vraie au rang n = 0 et est héréditaire. Donc

Vo € R, [sin (nx)| < nsin x|
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